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Résune Le probEme de la planification d’horaires de travail consiste, de erarsclematique, en I'affectation d'un en-
semble dedthesa'un ensemble d’agents selon degles bien dfinies. Nous avons extrait de cette pevbitique
complexe, trois proleimes formuts de margre plus simple : le probthe M P, équivalent au prokeime de la
partition d’'un graphe d’intervalles par des stables de taille &t deux prokimesM P» et M Ps pouvant
etre vus comme des extensions du peaid de Bin-Packing.

Dans un premier chapitre, noatudions la complexit du probémeM P, . Tout d’abord, nougtablissons deux
conditions suffisantea Sa polyomialité, a partir desquelles nous montrons que”; est polyrmial pour la
classe des graphes d'intervalles propres. Ensuite, newsvdhs un nouvel algorithme én(n logn) pour le
probléme du couplage parfait dans le compEnt d'un graphe d’intervalles. Enfapartir de cesasultats, nous
formulons deux algorithmes d’approximation padyniaux efficaces pour le casid P, est\P-complet.

Dans un second chapitre, nowefidissons et¢fudions la complexé du prob&éme de Bin-Packing avec contraintes
de compatibili€. Celles-cetant a@finies par un graphe de compatikdlitiousetablissons le lieetroit qui existe
entre I'approximabili¢” des prol#imesM P, et M P3 et I'approximabli€ du probéme de la coloration du
compkEment de ce graphe de compatiklliEnfin, nous écrivons plusieurs algorithmes d’approximation po-
lyndmiaux pour les proleimesM P, et M P3 et donnons leurs facteurs d’approximation dans le pire des cas.

Introduction

La planification d’horaires de travail est un important pesbe de recherche emtionnelle etudié
depuis plusieursatennies [10] ; il est d’autant plus d’actualiu fait de laeduction du temps de travalil
dans les entreprises (passage aux 35 heures). C’est uempediificile, combinana la fois des notions
liees aux prol@imes d’emplois du temps et d’'ordonnancement. Sa formulation semble pourtant simple
a priori : affecter du travail matialisg sous forme deathes, avec une date dehdit et une date de fin,

a des agents, I'ensemble deshes affeeés aux agents formant ainsi des vacations. Mais la difficult”
vient du fait que cette affectation du travail doit respecter certaines conditions eegieenentation
bien établie (par exemple athes Bcessitant certaines qualifications, elirhaximum d’une jous® de
travail, pauses repas, repos nocturnes, etc). De plus, I'affectationethéitage ment visea minimiser un

ou plusieurs objectifs (par exemple : minimiser le nombre d’heures emgpitaires effeca€s par les
agentsequilibrer le nombre d’heures de travail de 'ensemble des agents, etc).

Comme nous pouvons le constater, la ml@dtion du prol#ime dans sa globaditdevient, de par les
besoins des entreprises etdgiklation du travail, extethement complexe. Il en estidemment de erme
pour sa €solution. En effet, la lourde combinatoire caetderrere le probéme rend acessaire des tech-
nigues de recherche eptionnelleelaboges pour legSoudre.
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Ainsi, I'entreprise PROLOGIA - Groupe Air Liquide, qui offre une solution logiciellees proldimes
de planification, les maalise par des probhes de set-partitionning qu’elle traite par des techniques de
programmation engire basés sur I'algorithme du simplexe et largration de colonnes. La motivation
de ce travail de recherche a dogté d'essayer d'aborder ces prebies de planification de mané plus
simple mais plus formelle, de mane a voir s'il était possible de les traiter correctement par des al-
gorithmes purement combinatoires. Pour cela, hous avons donc tout d’aboetighdel probEme de
differentes maeires simples edguEes. Nous avons ainsi exhiletétudié trois probémes qui nous pa-
raissaient irgfessants.

ProblemeMP; :

Soitn tachedl;, i € {1,...,n}telqueT; = (d;, f;) avecd; € N date de ébut deT; et f; € N date de
fin deT;. Partitionner ces taches en le minimum de vacations tel que é&&h€s appartenaatune vaca-
tion ne se chevauchent pas deaxgl€ux et que chaque vacation ne contienne pas plusadesk < N.

ProblemeMP, :

Soitn tachesT;, i € {1,...,n} tel queT; = (d;, f;) avecd; € N date de ébut deT; et f; € IN date
de fin deT;. Partitionner ces taches en le minimum de vacations tel que &hEs appartenaatune
vacation ne se chevauchent pas datdeux et que la somme des des desaches de chaque vacation
soit au plusgalea D, D € N.

ProblemeMPs5 :

Soitn tachesT;, i € {1,...,n} tel queT; = (d;, f;) avecd; € N date de @but deT; et f; € N
date de fin de&l;;. Partitionner ces taches en le minimum de vacations tel que sh€s appartenaat
une vacation ne se chevauchent pas dewabelx, que chaque vacation ne contienne pas plégaihes,
k € N et que la somme des cees desathes de chaque vacation soit au mgalea D, D € N.

Les iches pouvangtfe considiées comme des intervalles sur la droite, nous avons pu reformuler
MP; comme un prol@dme de partition d'un graphe d'intervalles par des stables de taille aukplus
M P5 peutétre vu, lui, comme un probime de Bin-Packing avec des contraintes de compatilaifitie
les objets dfinies par le compiment d’'un graphe d’intervalles. Enfin, nous ralisEronsi P53 de la
méme marere queM P, en y ajoutant une contrainte : le nombre d’objets pateblihité a k.

La premere approche sera airsiudée dans le Chapitre 1 et les deux suivantes dans le Chapitre 2.
Les @sultats que nous avons ptablir au travers de ces deux chapitres seront exgxrisous la forme de
lemmes, propositions ou corollaires. Legdf€mes que nousnoncerons au premier chapitre sont des
résultats dja établis, ou en sont des catgiences directes.

Ainsi, le Chapitre 1, intitwd“Sur le probEme de la partition d’un graphe d'intervalles par des stables de
taille borrge’; traitera de la complexé@tdu probéme lui-méme. Tout d’abord, nous rappelerons quelques
propriétés ramarquables des graphes d'intervalles puis nous feetas dié I'art du prol@me. Ensuite,
nousetablirons des conditions suffisantes pour lesquelles il est paliad,”qui nous permettront ensuite

de prouver la polyamialité de celui-ci pour les graphes d’intervalles propres. Nous poursuivrons en
présentant un nouvel algorithme érnlogn) pour le cask = 2, soit le prob€me du couplage par-
fait dans le comgment d'un graphe d’intervalles. Enfia,partir de 'ensemble de cesstltats, nous
élaborerons des algorithmes d’approximation potyiux performants pour le caéP-complet.

Le Chapitre 2 porte, lui,'Sur une extension du progrhie de Bin-Packingbu nous @finirons le
probleéme de Bin-Packing avec contraintes de compatidiifre les objets. Nous regzenterons celles-ci
par un hypergraphe ou un graphe de compatibditfre les objets et nous montrerons que le problest
approximable si et seulement si le prefnle de la coloration du congatient de son graphe de compati-
bilite I'est aussi. Dans le eme temps, nous donnerons uraesde Esultats concernant I'approximation
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des probémesM P, et M Ps.

Enfin, nous conclurons ce travail emdquant certaines ouvertures possibles vers d’autresspnaltifues
poses par la planification d’horaires. Mais avant toute chose, clarifions quelque peu les notations ainsi
que le vocabulaire relatifa [a Théorie des Graphesg,la Combinatoire et la Théorie de la Complexdt”
gue nous allons utiliser tout au long de cemdire.

Définitions et notations

Les symboles et notations ainsi que le vocabulaire que nous utiliseront sont ceux usuellement em-
ployés en Tleorie des Graphes, en Combinatoire et eedrle de la Complexét” Rappelons tout de
méme les dfinitions et notationsectessairea une bonne comphension du mmoire [7][2].

Tout d’abord, nous devonsexiser que nous ne feroreféfence ici gua des graphes non-oriest’Nous
noterons don& = (V, E) commeetant le graphe non-orient; dont I'ensemble des sommets &5kt
'ensemble des atés esF. Nous noteronsgy € E I'aréte reliantr ety. Une orientationt” des a€tes de
E seratelle que(z,y) € F implique quer ety sont relgés par une @te deF orienge der versy. Nous
définironsG commesetant le commiment de, soitG = (V,E)oU E = {{z,y} € V. xV /o #y
etzy ¢ E}. Intuitivement, les afes dei’ deviennent les non-atés de( et vice versa. Un graph@
sera dit complet si toute paire de sommets distinct& d@sst relée par une @te. Le graphe completn
sommets sera netk,,. Soit un sous-ensemblé C V' de sommets dé&, nous @finirons le sous-graphe
induit par A commeetantG4 = (A, E4) 00 Ey ={zy € E /x € Aety € A}.

Donnons maintenant quelquesfighitions plus techniques relativesG = (V, E) un graphe non-
orien& quelconque.
Unecliqgue de G est un ensemblé’ C V de sommets dé& tel queVz,y € C avecx # y, xy € F,
c’est-a-dire tel que le sous-graphe induit garsoit complet. Une cliqué’ est dite maximale si aucune
autre clique de&7 ne contient propremeidt comme sous-ensemble. Une cligli@st donc dite maximum
si aucune autre clique d& n’est de cardinalé’strictement sugrieurea C. Certains auteurs utilisent le
terme d’ensemble complet pouesigner une cliquevs(G) dénote la cardinakt’de la cligue maximum
de G.

Unecouverture par des cliquesde de tailleq est une partitiory, . . ., C,, de 'ensemble des sommets
V tel que chaque’; € C soit une cliquek(G) désigne la taille de la couverture depar un minimum
de cliques.

Un stableest un ensembl§ C V' de sommets dé&' tel quevz,y € S avecx # y, xy € F, c'esta-dire

tel que le sous-graphe induit pérsoit vide. Certains auteurs utilisent le terme d’ensemblepeddant
pour dgsigner un stablex(G) dénote la cardinakt’du stable maximum d&.

Une ¢-coloration de G ou encoreune partition par des stable§S de GG de taille ¢ est une partition
S1,...,8S, de 'ensemble des sommetstel que chaques; € S soit un stablex(G), appe€ nombre
chromatique dé&-, désigne la taille de la partition d& par un minimum de stables.

De la méme marere, nous dfinironsy (G, k) commeetant la taille de la partition d@ par un minimum
de stables de taille au plis k& € N.

A partir de ces quelquesefihitions, nous pouvons facilement voir que, pour un graghe (V. E)
quelconque 0]V| = n, nous avons :
— w(G) < x(G) eta(G) < k(G)
~ w(G) = a(G) etx(G) = k(G)
- x(G,1) =netvn' € N,n’ >n, x(G,n') = x(G)

Enfin,évoquons la notion de graphe biparti. Un graphe- (V, E) est biparti si ses sommets peuvent
étre partitiones en deux stables disjoint§ et Y. De manéreéquivalente( est biparti si et seulement
si G est2-colorable. Il sera donc netG = (X,Y, E). Un graphe biparti complet sun + n sommets
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partitionrés en deux stables de taitke et n sera not' K, .

Concernant les hypergraphes, nous n'aureefiement besoin que de leugfiiition pricise.
Soit X = {z1,...,z,} un ensemble fini. Un hypergraphe skirest une familled = (E, ..., E,,) de
parties deX (H C P(X)) avec:

—E #0
- Ul B =X

Un graphe est donc un hypergraphe dont toutes &tessont de cardinaditf. Un hypergraphdd sera
souvent reSeng” en dessinant sur le plan des points correspondant aux sommetsetag;afant
repeésenge par une boucle sur sefément si ;| = 1, par un trait continu joignant ses dealements
Si|E}| = 2 ou par un trait plein entourant seements sjE;| > 3.

On peut aussiefinir un graphe&= ou un hypergraphé/ par sa matrice d’incidencé = ((aé)), les co-

lonnes repesentant les atésEy, . .., E,,, les lignes re@$entant les sommets, ..., z, , aveCa;'. =0
Si z; ¢ Ej eta; =1six; € Ej.

\oici, pour terminer, quelques notations de l&®dhie de la Complexétgue nous utiliseronsdguemment
dans ce travail.
Nous noterongV’P commeetant la classe des praphes polynomiaux nonetérministes eP la classe
des probtmes polynomiauxeterministes. Un probme P € NP sera dit\"P-complet sivP’ € NP,
P’ se Eduit polyromialemen@a’P. Un probEme de minimisatio® sera dith-approximable avea € R
s'il existe un algorithmed retournant une solutiofi 4. tel queSara < aSopr avecSp pr la solution
optimale pourP.
La Théorie de la Complexita permis cétablir laNP-compEtude de nombreux pradties, essentiel-
lement des proleimes combinatoires. Nous allons ici ergghter un comme exemplée:probleme de
la partition nunerique 3-dimensionnelleprobEme peu connu,agéralisant le prol@dme de Tripartition
(que noushoncerons dans la suite demoire), et qui esa la “base” de la\VP-compEtude de tous les
problémes que nous allorgdidier.

Probleme : Partition nunérique 3-dimensionnelle (Numerical 3-Dimensional Matching)

Entrée : W, X,Y trois ensembles disjoints contenant chaeurélements, la tailles(a) € N de
chaqueglementa € W U X UY etune borneZ € N tel que)_, - xy s(a) = mZ.

Question : W U X UY peut-il étre partitionre enm ensembles disjointd; tel que A; contienne
exactement uglement déV, de X, deY etque pouri € {1,...,m}, >, 4. s(a) =27

Ce probEme est dond/’P-complet siva € WU X UY, s(a) < % [6]. Pour davantage deettils au
sujet de la Thorie de la Complexé’, nous renvoyons le lectear4].

Nous pouvons pesent aborder le Chapitre 1.

1. SUR LE PROBLEME DE LA PARTITION D’UN GRAPHE
D’INTERVALLES PAR DES STABLES DE TAILLE BORNEE

La formalisation matbmatique du proleime M P, nous a naturellement conduit, du point de vue de
la Théorie des Graphes, au prebie de la partition d’un graphe d’intervalles par des stables de taille
borrée. En effet, soitt = (V, E) le graphe dfini de la margte suivante :

-V ={T,...,T,} 'ensemble desaches,
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~ E={e=TT;/{i,j} € {1,...,n}?, i # j, T; etT; se chevaucherjt

La notion de vacation, commegant un ensemble dadfies ne se chevauchant pas deatdeux, cor-
respond exactemeatla notion de stable daids De plus, lesdChes pouvardtfe considfées comme des
intervalles sur Echelle du temps, le grapli¢ est donc le graphe des intersections d’'un ensemble d’in-
tervalles, appel’commueiment graphe d’intervalles. Ainsi, les vacations comprenant, dans leeprebl
M P1, un nombre deaches limi€a k, celui-ci se traduira-t-il par le probime de la partition du graphe
d’intervallesG par des stables de taille au plkis

Nous allons, pourebuter, discuter plus amplement de cette structure de graphe d'intervadigsnpnante
dans I'ensemble de ce travail, et de ces riches pets;i‘avant de nous lancer daretlifie du proldme
tel que nous venons de lefitiir.

1.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES FONDAMENTALES
DES GRAPHES D’INTERVALLES

Les graphes d'intervalles appartiennariaa grande classe des graphes des intersections d’une famille
d’ensembles, que nous pouvorgfidir de la marere suivante.

Définition 1.1 Soit F une famille d’'ensembles non-vides. Le graphe des intersectioffs edg ob-
tenu en repésentant chaque ensembleBgar un sommet et en reliant deux sommets par udéessi
et seulement si leurs ensembles correspondants s'intersectent.

Ainsi, l'intersection d’une famille d’intervalles d’'un ensembledaifement ordoren(comme la droite
réelle) est appelgraphe d'intervalles.

Définition 1.2 Un graphe G non-orie@ est appd graphe d’intervalles si ses sommets peu@srat
mis una-un en correspondance avec un ensemble d’intervdlldsin ensemble li@airement ordong&
de telle margérea ce que deux sommets soientaslpar une aéte de G si et seulement si leurs intervalles
corespondants s’intersectent. Nous appeletfbis représentation par intervalles de G.

Par consquent, nous assimilerons constamment dans egitée ‘les sommets d’'un graphe d’inter-
vallesa leurs intervalles correspondants (ces dermitast toujours consaiés comme ferms). Pecisons
donc quelgues notatiorasce sujet.

Notation. SoitZ un ensemble d'intervalles.
Soit; € Z, nous noterond;, l'indice de tEbut del; et f, son indice de fin.
Soit{I;,I;} € 7 x Z, nous noterond; N I; = (0 si I; et I; ne s'intersectent pas ét N I; # () s'ils
s'intersectent.
Ainsi, nous noterong; < I; si f;, < dj; (ce qui impliqueraeVidemment’; N I; = ().

Une autre dfinition importante est celle des graphes d’intervalles propres et des graphes d'intervalles
unitaires que nousttdierons Section 4.

Définition 1.3 Des intervalles sont dits unitaires si ces intervalles ont une taille unitaire. Un graphe
d’intervalles unitaires est donc un graphe d’intervalles dont tous les intervalles sont unitaires.
Des intervalles sont dits propres si aucun de ces intervalles n’en contient proprement (strictement) un
autre. Un graphe d’intervalles propres est donc un graphe dont tous les intervalles sont propres.

Nous verrons d'ailleurs que la classe des graphes d’intervalles unitaires et la classe des graphes d'inter-
valles propres aoicident (Roberts [1969]). Efinissons maintenant une autre classe de graphe en relation
avec la structure d'intervalles ou plus exactement avec l'ordfiiddar celle-ci.
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Définition 1.4 Un grapheG = (V, E') non-oriené est dit de comparabiéts'’il existe une orientation
F des abtes deF satisfaisantF N F~! =0, FUF~! = EetF? C FavecF! = {(y,2) / {z,y} €
VxV,(r,y) € F} etF? ={(x,2) / {z,y,2} €V xV x V, (z,y) € Fet(y,z) € F}.
La relation F' est un ordre partiel strict d& dont la relation de comparabifit est exactemerit. F' est
appek orientation transitive dé&/ (ou deF) etG = (V, F') graphe d’un ordre partiel.

L'ensemble des progatés que nous allorenoncer maintenant sous forme dedlgimes, ne contiennent
pas les dmonstrations. Celles-ci figurent dans [7].

Théeoreme 1.1 (Propreté d’héréedité) Un sous-graphe induit d’'un graphe d’intervalles est un graphe
d’intervalles.

Théoreme 1.2 (Haps [1958]) Un graphe d’intervalles est triangé) c’esta-dire que tout cycle de
longueur4 pos&de une corde.

Théoreme 1.3 (Ghouila-Houri [1962]) Le compément d’'un graphe d’intervalles est transitivement
orientable.

Preuve. En effet, un ensemble d’intervalles est un ensemble partiellement adonn’
Enfin, Gilmore et Hoffman ont domniine caraeffisation totale des graphes d’intervalles.

Théoreme 1.4 (Gilmore, Hoffman [1964]) Un grapheG est un graphe d'intervalles si et seulement
si G est triangué et son com@imentG est un graphe de comparabdit De plus, les cliques maximales
de G peuventetre lineairement ordonges tel que, pour chaque sommet dé&-, les cliques maximales
contenant: apparaissent corutivement.

Nous pouvons enatiuire les propgfés algorithmiques ieressantes suivantes.

Théoreme 1.5 (Corollaire du Theoreme 1.4) Si G est un graphe d’intervalles alors :

- w(G) = x(G) eta(G) = k(G) (G est dit parfait),

- w(@), x(GQ), a(G), k(G) peuvenitre cetermires en temps polymial,

- en particulier, les prol#mes de la partition d& par un minimum de stables et de la clique maxi-
mum deG peuveniétre résolus erO(n logn).

Etant done”son importance dans nos futuresynstations, nous allons tout demé @crire I'al-
gorithme enO(nlogn) de coloration d’'un ensemble deintervalles (partition d’'un ensemble de
intervalles par un minimum de stables).

Algorithme de coloration d’'un ensemble d’intervalles :

Entrée:
Un ensembl€ den intervalles; = (dy,, f1,).t € {1,...,n};
Sortie :
Une partitionS deZ par un minimum de stables ;

Etape 1:
Trier Z selon lesi; croissants;
SoitS =0;

Pour chaque stablg; faire
Définir un couple(ds,, fs, )¢, avecds, l'indice de dgbut du premier
intervalle desS; et fs, I'indice de fin du dernier intervalle d§; ;
SoitS; = {Il};
S=8SUS1;
Pour chaquéd;, i € {2,...,n} faire
Rechercher par dichotomie selgg., j € {1,...,|S|} le plus petitindicefs; tel queds, > fs; ;



Sur certains problémes liés a la planification d’horaires de travail 107

Soit fs, cetindice;
Sit e {1,...,|S|} faire

St = St U {[z},
fSt = fIi )
Sinon faire

SOitS‘5‘+1 = {[i};
d5\5\+1 =dr, etf5\5\+1 =Jn;
=S US|s1+1;

Etape 2 :
RetournerS ;

u,(q_;mr)
Sy £ Ty I T
3; Ts T Iy Ty
S3 ) T F =y Ty
Sy T - H- T S
T I, T I é

Voici un exemple de graphe d’'intervalles avec sa@epntation par un ensemble d’intervalles parti-
tionnés en un minimum de stables.

Nous pouvons present @finir clairement notre probme.

1.2 DEFINITION DU PROBLEME ET ETAT DE L’ART

Donnons tout d’abord laefinition du probéme de la partition d’un graphe par des stables de taille
borrée sous la forme d'un prodaine de dcision.

ProblemeP; : Partition d’'un graphe par des stables de taille bém
Entrée :G = (V, E) un graphek’ € N, k € N.

Question : Existe-t-il une partition deV’ en &k’ stables Sy, ..., Sy tel quel|S;] < k pouri €
{1,...,n}?

Ce prob€me, dfini ici pour un graphe quelconque, gé>-complet. En effet, il contient le probine
de la partition d'un graphe par des stables [9]. Il peut aegsiVu comme le probhe de la coloration
deG enk’ couleurs tel que chague couleur ne servegeslorer plus dé& sommets.

Nous allons donc, dans ce premier chapitre, analyser la comgbixprobéme P; (version “minimi-

sation”) pour les graphes d'intervalles. Ce pahE n’agté étudié que tes Ecemment, en voici les deux
principaux Esultats.

Théoreme 1.6 (Edmonds [1965] - Andrews, Atallah, Chen et Lee [2000Pour k& = 2, le probeme
P, peutétre résolu en temps polgmial pour un graph&s = (V, E') quelconque. En particulier, il peut
étre résolu enD(n logn) pour un graphe d'intervalless = (V, E) avec|V| = n.

Preuve. Le probEme pourk = 2 estéquivalent au proleine du couplage maximum da@'s Celui-ci
peutétre €solu par I'Algorithme d’Edmonds e@(n?) [5]. Pour le probéme du couplage maximum
dans le com@ment d’'un graphe d'intervalles, Andrews, Atallah, Chen et Lee ont mis au point un algo-
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rithme s’exécutant erO(n logn) [1]. ¢

Théoreme 1.7 (Boadlander, Jansen [1995]).e probEmeP; pour les graphes d'intervalles esfP-
complet pourk > 4. Il est en revanche polgmial quelque soit;, si &’ est une constante.

La preuve de ce #BrEeme est complexe. Elle peut se faire par wduction polyeimialea partir du
probléme de la partition nuerique3-dimensionnelléque nous avonsafini dans le Chapitre Efinitions
et Notations) [3]. La seconde affirmation dieti®®me peutefre \érifiee simplement en montrant que
I"enun®€ration de toutes les solutions peut se faire en temps paiial.”

Probleme ouvert : La complexié du probémeP; pour les graphes d’intervalles avéc= 3.

L'ensemble des travaux effees dans ce premier chapitre ont en &t motives par la recherche d’'un
algorithme polywial pour le prob#me P; pour les graphes d'intervalles avkc= 3. Bien que cette
recherche n’ait pas encore abouti, elle nous a permis de mettre en avant I'aspectrialy® certains
cas particuliers du probime et ainsi de leeduire de mamire consquente.

La détermination de (G, k) est donc un proleime\ P-complet n€me pour les graphes d’'intervalles.
Nous allons voir qu'il est cependant possible de bor@r, k), et dans certains cas, d’en donner une
valeur exacte. Maisrion@ns tout d’abord la proposition suivante, triviale mais wilea compehension
de nos futures analyses.

Proposition 1.1 SoitG = (V, E) un graphe quelconque avél| = n. Soitk € IN.
n

Preuve. Clairement, nous avons lesigaliesy (G, k) > x(G) etx(G, k) > [#], ce qui nous permet
d’en cBduire le gsultat.$

Cette proposition donne une borneeari€ure poury (G, k). Nous allons maintenant voir, dans le cas
des graphes d'intervalles, pour quelles conditions suffisantes cette borne sera atteinte et I'impact que cela
aura sur la complexétdu probéme.

1.3 DEUX CONDITIONS SUFFISANTES POUR
LESQUELLES x(G,K) = x(G) ET x(G,K) = [X]

Proposition 1.2 SoitG = (V, E) un graphe d'intervalles aveld’| = n. Soitk € N.
SoitSy, . .., Sy () une partition deG par un minimum de stables.
Si,Vi,i € {1,...,x(GQ)}, |Si| < kalors x(G, k) = x(G).
Si,Vi,i € {1,...,x(G)}, |S:| > kalors x(G, k) =[]
De plus, dans les deux cas, le pretrleP; peutétre résolu enO(nlogn).

Preuve. Le premier point est imediat par la Proposition 1.1 et le @w€me 1.5. La dmonstration
du second point est elle aussi algorithmique. Elle est notammeee Isas le lemme suivant.

Lemme 1.1 SoitG un graphe d'intervalles. Sokt € IN. Soitk’ stablesS, ..., Sy deG tel que :

- K e{l,... k}

- Vi, i e {1,...,]{3,}, |SZ| =k+r,r€ {1,...,]{3—1}

- rzZiiln-,lgrgk:
Il existe un stableS’ = {I'y,...,I',} de G de taille r tel queVi, i € {1,...,k'}, r; intervalles de
S’ appartiennen@ .S;. Autrement dit, il existe une partition de I'ensemble des intervalles:stbles
S1,..., S, enk’ stables de taillek et un stable de taille.
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De plus, la construction d&’ peut se faire en temps &aire.

Preuve du Lemme 1.1.Nous allons pesenter un algorithme polgniial pour la construction dé’.
Le principe de cet algorithme est deleCtionner successivement, parmi les stables de taille au mpins
les intervalles ayant leurs indices dehdt les plus grands, de les extraire du stable auquels ils appar-
tiennent et de les inclure dans le stable

Algorithme 1.1 :

Entree :
Un ensemble de stablés, . . ., S,/ tel que
S1 = {[171, ey [1JC+T1} avecll,l <...=< 117k+71
Sy = {[k’,h .. A,Ik/’k,_Hﬁk,} aveCIk,/,l <...< Ik",k-H‘k/ )
Sortie :
Un stableS’ ;
Etape 1:
S'=0,7=0;
Tant que|S’| < r faire
F=0,
Pour chaqué € {1,...,k'} faire

Sir; > j faire
F=FU{liktri—j};
Sélectionner dang’ l'intervalle I'._; tel quevI € F,d; < drr,_ ;s
S =8 uU{l''_;}etj=j+1;

Etape 2 :
Retourners’;

L'algorithme s’exécute erO(kk'), il est donc lir€aire en le nombre d'intervalles consiés. Montrons
a p®sent ques’ est bien un stable tel qu'il esedfit dans le lemme.
Par construction, il est clair qué’| = r et queVi, i € {1,...,k’}, r; intervalles deS” appartiennena"
S;.
De plus,vj, j € {0,...,r — 1}, I',_j_1 < I'm_;. En effet, soitj € {0,...,r — 1}. SoitU =
{Nprr 1o I hgry—j—1} €V = {5 It gy —j - SITj € V est tel quevl, €
V,dp, <dp,_,alorsVl, € U, I, < I',_; (voir lafigure ci-dessous). En effet, s'il existdijt ;1,1 €
U tel quelypr,—j—1 N1 # 0, alorsfy,,. . > dp,_, etdoncdy, ., > dr,_; avec
Iy kyr,—j €V, Ce qui est une contradiction.
OrI',_;_y € U.Parconsquentl’,_; 1 < I'._;,Vj,j € {0,...,r — 1} etle lemme estefifie. {

& A=
Ay ,Q
-~ /N
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s, LTl g E
' \ K
. R \ :
g . — . ¥ o . \ 5
S: I, . ! ) i o : < Tiasy I‘ L. Ti kevs
) /
: : / / p
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k' ] { - | B
Ik‘l‘ \ I“' 4‘)"' v \4""; “j / J:‘\J.k'ﬂ‘kl
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Corollaire 1.1 SoitG un graphe d’intervalles. Soit € IN.
Soitk stablesS;, ..., S; deG tel quevi,i € {1,...,k}, |Si| =k + 1.
Il existe un stableS” = {I'y,...,I';} de G de taille k tel quel’y € Si,...,I'y € Sk. De plus, la
construction de5’ peut se faire en temps Baire par I'Algorithme 1.1.

Preuve du Corollaire 1.1. Immédiate par le Lemme 1.1, en posadit= ketr;, = 1, Vi, 7 €

1,... k.o

Clairement, le Lemme 1.1 peut s’appliquecursivement sur un ensemble de stalSles. . , S, avec
k' > k etr > k pour c€er des stables de tailte tant quer > k ouk’ > k, puis c€er un stable de taille
au plusk, lorsquel < r < ketl < k' < k. Par consguent, en posait{ = x(G) etr = n — kx(G),
il sera possible d’obtenir en tempsédiaite une partition dé/ par un ensemble de stables de tatllet

un stable de taille: € {1,...,k}. Ainsi, la taille de cette partition sekgalea [%] qui est la borne
inferieure poury (G, k) dans le cas @sent, elle sera donc optimale.
La partition deG; par un minimum de stables; , . . . , Sy ) pouvantetre calcute enO(n logn) d’aprés
le Théoreme 1.5, la Proposition 1.2 est dorenddntee dans sa totadit”
O
€
. 5 b ) = s,
k ot i \ Sy
i = éﬁg s
: = .

Voici deux exemples d’applications du Lemme 1.1 et de la Proposition 1.2.

Nous allons voir que la Proposition 1.2 est fondamentale danentedstration de la polymiialité
du probEmeP; pour les graphes d'intervalles propres.

1.4 P, € P POUR LES GRAPHES D’INTERVALLES PROPRES

Les graphes d'intervalles propres (intervalles n’incluant pas proprement d’autres intervalles) forme
une sous-classe importante des graphes d'intervalles. Cette cltsseneeffet tesétudie, elle possde
de nombreuses proptés ingressantes. Nous pouvons notamnenaricer le tedeme suivant les ca-
racgrisant.

Théoreme 1.8 (Roberts [1969])SoitG un graphe. Les conditions suivantes seqtivalentes :
(i) G estun graphe d'intervalles ne contenant gass comme sous-graphe induit,

(i) G estun graphe d'intervalles propres,

(i) G estun graphe d’'intervalle unitaires.

La preuve de ce #peme figure dans [7].

Nous allons montrer que pour cette classe de graphe, legpneldt; est polyromial, et ceci gatea la
proposition suivante.

Proposition 1.3 SoitG = (V, E) un graphe d'intervalles propres avét’| = n. Soitk € IN.
Il existe une partition d€- par un minimum de stablées;, ..., S, () tel que :

— soitVi,i € {1,...,x(G)}, |Si| < k

— soitVi,i € {1,...,x(G)}, |S;| > k
De plus, cette partition peudtre calcuée en temps polymial.
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Preuve. SoitG = (V, E) un graphe d’intervalles propres. S6it, ..., S, () une partition de' par
un minimum de stables obtenue par un algorithme pmtyial de coloration dé (Théoeme 1.5).
Sivi,ie{1,...,x(G)},|Si]| < kousivi,i e {1,...,x(G)}, |Si| > k, la Proposition 1.3 esterifiée.
Nous allons donc montrer que3b; tel que|S;| < k et3S; tel que|S;| > k, I'algorithme suivant nous
ramene en temps polymiial a un des deux casgrEdemment cés.
Le principe de cet algorithme est d’extraire des sommets d’un stjlitd que|S;| > k et de les inclure
dans un stablé&; tel que|S;| < k de telle margrea ce que, a@s cette opfation que nous appelerons
une “redfinition” de.S; et.S;, soit|S;| = k, soit|S;| = k. Une telle permutation des sommetsSjet.S;
sera recherd® parhungration de toutes les combinaisons des couples de stables constrizcphlgs
des sommets d§; et S;, soit Cg((\sims,-\)k) couples. La garantie de I'existence de cette permutation

nous sera fournie par le Lemme 1.2 que nous exposeroas pdescription de I'algorithme en question.

Algorithme 1.2 :

Entrée :

S1,...,5(q) : une partition de&&' graphe d'intervalles propres par un minimum de stables ;
Sortie :

S1,...,5(q) . une partition de&' graphe d'intervalles propres par un minimum de stables

tel que soitvS;, |S;| < k, soitVs;, |S;| > k;

Etape 1:
SivsS;, |Si| < k faire
retournerSi, ..., Sy,
SIVS“ |Sz| > k faire
retournerSi, ..., Sy,
Etape 2 :

Choisir en temps polyorhial deux stables; et S; tel que|S;| < k et|S;| > k;
Enun€rer IesCf)mS”HSjDk) manires de construire deux nouveaux stalsigst S;
a partir de I'ensemble dés;| + |.S;| sommets deS; et.S; ;
Parmi I'ensemble des couples de stables solutionsegeilii€ration,
en choisir un redfinissantS; et.S; tel que soifS;| = k, soit|S;| = k;

Etape 3:
Aller a I'Etape 1;

Montrons maintenant la validitde cet algorithme. Pour cela, nous allons montrer qu'il existe toujours
un couple solution de &huneration tel que soitS;| = k, soit|S;| = k.

Lemme 1.2SoitG un graphe d'intervalles propres. Sdite IN.
Soit deux stables; etS; deG tel que|S;| = k + r; et|S;| = k —r; avecr; > 1 etr; > 1.
Il existe une permutation des sommetsieet S; redéfinissant ceux-ci tel quis;| = k£ + r; — « et
|Sj| =k —r;+aaveca > 1,7, —a>0eta—r; <O.

Preuve du Lemme 1.2SoitS; = {I;,, ..., I;;,, } etS; = {L;,, ..., I,
ethl <...=< Ijk+r7-'
Tout d’abord s'il existe un intervallg € S, tel quevI; € S;, I; N I; = ( alors il existe une permutation
des sommets d§; et S; redéfinissant ceux-ci tel qus; = S; \ {I;} etS; = S; U {I;}, le lemme est
alors proue aveco = 1.
Sice n'estpasle cas, alors; € S;,31; € S; / I;N1; # (. Nous pouvons traduire cela plus simplement
par la condition “tout intervalle d§; est interse& par au moins un intervalle dg”.
Or le grapheG' étant sands; 3, tout intervalle deS; ne peut intersecter au plus que deux intervalles de
S;.
Supposons donc qud; € S, I; intersectel,, € S; etl, € S;, u # v. Les intervalles du graphetant
propres, nous pouvons affirmer qi& € S;,sil; NI, # 0etl; NI, #0avec{l;,, I; } € S; xS,
u# v, u#k+r;etv#1alorsv = u + 1 selon I'ordre @fini sur lesS;. C’esta-dire, si un intervalle

j} avecl;, <... <1,
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de S; intersectent deux intervalles d& alors récessairement ces deux intervalles forment une paire
d’intervalles conscutifs dansS;.

Il existe dansS;, k + r; — 1 paires d'intervalles coesutifs {;,, I, }, ..., {L;,,, ., } etr; étant

au moinsegala 1, nous pouvons affirmer que dans le pire des cas, il en existe au ldnsil existe au

plus k — 1 intervalles dansS; (r; = 1), chacun pouvant intersecter au plus une paire d'intervalles
congcutifs deS;. Par consquent, dans le pire des cas, il existera au moins une paire d'intervalles
congcutifs {I;,, I;,.,} € S;avecu # k+r; etu+1 # 0telque Al; € S; / I; N 1;, # 0 et

u?

I;N1I;, ., # 0 (voir lafigure ci-dessous).
I
4 o e e s e e S S;
S; 1 Ty b g il Satoiog.
b e o o o e e e e e s A el —:
s R e
g Lo | e Ty i e— -
’
¥ $
Ainsi, nous pouvoncrire S; = S; U S} avecS; = {I;,...,I;,} etS] = {L;,,,,.... L },

S; = S;u ST avecS; = {I;,...,I;,} etS] = {Ijv+1,...,lik+rj}, tel quel;, NI, ., = 0 et
I;, NI, ., = 0. Il existe donc une permutation des sommetsSget S; redéfinissant ceux-ci tel que
S; = S;u ST etS; = 57U S/ Or dapes la discussion pédente,|St| < |S]| et|S7| < |S]]. Par
congquent nous pouvons pogél/| = |S]'| — a avecl < o < r; eten conclure qugs;| =k +r; —
et|S;|=k—r;+aaveca > 1,7, —a>0eta—r; <0.$

A partir du Lemme 1.2, nous pouvoegablir le Corollaire 1.2 qui nous permet donc de conclure quant
a la validig de 'Algorithme 1.2.

Corollaire 1.2 SoitG un graphe d'intervalles propre. Soit< N.
Soit deux stables; etS; deG tel que|S;| = k + r; et|S;| = k —r; avecr; > 1 etr; > 1.
Il existe une permutation des sommetsSglet S; redéfinissant ceux-ci tel que :

— sir; =rjalors|S;| = ket|S;| =k

— sir; >rjalors|S;| =k+r; —rjet|S;| =k

— sir; <rjalors|S;| =ket|S;|=k+r;—r;

Preuve du Corollaire 1.2. Par application successive du Lemme 1.2 tant|§ge> £ et|S;| < k,
nous obtenons leesultat souhadt >

Analysonsa pesent la complexitde I'Algorithme 1.2. A chaque passage par I'Etape 2, nous fixons
soit |S;| a k, soit [S;| a k. Or il y a x(G) stables. Par coesuent, nous n'effecturons qu'au plus
x(G) fois les Etapes 1, 2 et 3. Les Etapes 1 et 3 se font en temgairin'L'Etape 2, elle, se fait en
O(Cg . Ainsi la complexi€ de I'Algorithme 1.3, n@C'(n), sera:

C(n) = X(G)(O(Cg((\5i|+\sj\)k)) +0(n))
Orx(G) <n,k>1etv{i,j} € {1,...,x(G)}% i # j,|Si| + |S;| < n. Par consguent,
C(n) _ O(n(2k+1))

ce qui est bien polyorhial enn, quelque soik. La Proposition 1.3 est donc emtement émontge. <

(1Si+15;)))

Ainsi, nous pouvongtablir le sultat suivant.

Proposition 1.4 SoitG = (V, E) un graphe d'intervalles propres avét’| = n. Soitk € N.

n

X(G ) = max(x(G), [ 1)
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De plus, le prol@meP; peutétre résolu en temps polgmial pourG.

Preuve. La preuve est immdiate par le Tedeme 1.5, les Propositions 1.2 et 1<4.

1.5 UN ALGORITHME EN O(N LOG N) POUR LE

PROBLEME DU COUPLAGE MAXIMUM DANS LE
COMPLEMENT D’UN GRAPHE D’INTERVALLES

Dans notre recherche d’un algorithme palymal résolvant le proldme P, pour k = 3, nous nous
sommes irgfeses au prol#ime P, pour k = 2 (le probEme de la dfermination dex(G,2)). Le
probléme est alorgduivalent au prolkime du couplage maximum dans le coempént d’'un graphe
d’intervalles. Nous avons troeva ce sujet un articleecent [1], dans lequel les auteurs proposent un
algorithme Ecursif complexe pouesoudre ce probme. Nous allons ici @senter un algorithmegitatif
original bag sur les propatés des intervalles que nous avons mises en avant jusqu’ici.

Algorithme 1.3 :

Entrée:
Un ensembl€ den intervallesl; = (dy,, f1,).t € {1,...,n};

Sortie :
Une partitionS2 deZ par un minimum de stables de taille au plus

Etape 1:
Sz = ); ColorierZ (Algorithme de coloration d’un ensemble d'intervalles) ;
SoitS = {S1,..., Sy (G)} la partition deZ ainsi obtenue ;

Etape 2 :
Sivi, |Si| < 2 faire
RetournetSe = S ;
Sivi, |Si| > 2 faire
Aller a I'Etape 5;

Etape 3:
Calculer une cligue maximui® = {c1,...,c ()} deG avecc; € S1,...,cy (@) € Sx@):
Calculer un couplage maximum dansG, = (X,Y, A), le graphe biparti convexe tel qué = C,
Y=7Z\C,A={ay/xz € X,y €Y etry c E};

Etape 4 :
CompEter les stableS; = {I;} de taille 1 par les intervallek;
avec lesquels ils sont cod 'dansM (en extrayanf; du stable auquel il appartient) ;
Inclure dansS: les stablesS; = {I;} de taille 1 n'ayant pefre compt#s ;

Etape 5:
Découper les stables restants (de tail€) en un ensemble de stables de taille 2
et un stable de taille 1 si le nombre d’intervalles de I'ensemble de ces stables est impair (Proposition 1.2) ;

Etape 6 :
RetournerS; ;

Proposition 1.5 Soit un ensembl& = {I,,..., I, } den intervalles. L'Algorithme 1.3 retourne une
partition deZ par un minimum de stables de taille au pusenO(n log n).
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La figure ci-dessusettit les Etapes 3, 4 et 5.

Preuve. Une preuve formelle de la validitainsi que de la complegitte cet algorithmme serait
longue et complexe, nousegdérons donc en expliquer ici le principe eddlire les propets qui nous
permettent d’affirmer qu'il peut s’@cuter erO(n logn).

Par le Tleoeme 1.5, 'Etape 1 peut s’eguter erO(n logn). Aprés I'Etape 1, nous avons une partition
deZ par un minimum de stables, sdit= {51,..., SX(G)}. Par la Proposition 1.2, nous savons que si,
Vi, |S;] < 2, alorsx(G,2) = x(G) etSy = S, et que siYi, |S;| > 2, alorsx(G,2) = [5] etS; peut
étre obtenu en temps &aire par I'Etapes 5.

Le probEme est donc d’obtenir une partition dgary (G) stables alon est un minimum de stables de
taille 1. Ceci est faia’ I'Etape 3 par un couplage maximum entre les intervalles appartanar clique
maximum( (dont font récessairement partie les intervalles des stables de taidiele reste des inter-
valles deZ, soitZ \ C. La recherche d’une cligue maximurpeut se faire e (n log n), enénunmérant
les cligues maximales dg a partir deS (par le Theoeme 1.4, nous pouvons affirmer qu'il y ema
au plus). Ensuite, le graphe bipaftj, tel qu'il est dfini dans I'algorithmeetant convexe, le probine
du couplage maximum dans celui-ci peut esaudre erD(n logn) [1]. Définissons donc ce qu’est la
convexig pour un graphe biparti.

Définition 1.4 Un graphe biparti convex& = (X,Y, E) estun graphe biparti ave& = {z1,...,zmn},
Y = {y1,...,yn} et E I'ensemble des @tes. Une atex;y; € E si et seulementst; € X,y; € Y
etD; < j < F;, ou D; (respectivement) est I'indice du premier (respectivement du dernier) sommet
dansY auquelx; est reli.

La convexi€ deG,, peut se montrer par construction. En effet, 3¢i'ensemble des intervalles;
tel quel; € 7\C, 31; € C / I; < I; (C’esta-dire les intervalles “gauche de la cliqu€”) trie par
ordre croissant deg;; etY; 'ensemble des intervalle tel quel; € Z\C, 3I; € C / I; = I; (C’est-
a-dire les intervalles “droite de la cliqueC”) tri'e par ordre croissant dég;. Nous pouvons construire
Y de la mangre suivante ¥ = Y, UY; = {y1,...7yt,yt+1,...,y‘Ydeﬂ}, Yo = {v1,...,y} et
Yr = {yi+1,--- ,y‘Ydeﬂ}. Soitz; € X. Si D; est l'indice du premier sommet (intervalle) auquelkest
relié (coup€) dansY et F; I'indice du dernier alors I'ordre &fini surY est tel que les sommets (inter-
valles) sitie's entreF; et L; seront Ecessairement rels eux aussa x; (pourrontétre coupd’ avecz;).
D’aprés la DEfinition 1.4,G), est donc convexe.

De plus, il n'est pas ecessaire de construire explicitemeéhf pour y calculer un couplage maximum.
En effet, en @finissant pour chaque € X le couple(D;, F;) et en triant 'ensembleX selon lesD;
croissants (et selon le; croissants en cas eljalig desD,), il sera possible de trouver un couplage
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maximum deG}, par un simple parcours de I'ensembie en le maintenant tipar insertion dichoto-
mique (O (logn)) si nécessaire. Par coaglient, le calcul du couplage maximum pourra s’effectuer en
O(nlogn).

L'Etape 4 utilise ensuite leesultat de ce couplage pour cortelf les stables de taillepar un intervalle
deZ \ C si cela est possible : ce processus doit se poursuivre tant qu’iesales stableS; = {I;} de
taille 1 tel que{Z;, I;} € M. Cettectape peut s'effectuer &n(x(G)), c'esta-dire enO(n) (x(G) < n).
Ayant ainsi minimiser le nombre de stables de tdill€Etapes 5 nous permet de coupler de nea@iop-
timale les intervalles des stables restants (de taillersey'e owegalea2) enO(n) (Proposition 1.2)$

1.6 ALGORITHMES D’APPROXIMATION POLYNOMIAUX
POUR LE CAS NP-COMPLET

Apres avoir @taillé quelques caswP; est polyomial pour les graphes d’intervalles, nous allons
maintenant proposer un algorithme d’approximation poiyial pour traiter le cas difficile, soir un
graphe d'intervalles ave§ = {51, ..., S,(g)} une partition minimum dé par des stables tel qu&;
tel que|S;| < k et3S; tel que|S;| > k.

Algorithme 1.4 :

Entrée:
G un graphe d'intervalles ét € IN;

Sortie :

Une partitionS,. de G par des stables de taille au plkis
Etape 1:

S = 0; ColorierG;

SoitS = {51, ..., Sy(e) } une partition minimum d€& par des stables;
Etape 2 :

SoitS’ I'ensemble des stable € S tel que|S;| > k;
PartitionnerS’ en le minimum de stables de taille au plus
Inclure 'ensemble des stables ainsi obtenus dans

Etape 3:
Pour chaques € S\ S’ (|S| < k) faire
Inclure S dansSy, ;

Etape 4 :
RetournerSy ;

Proposition 1.6 Soit x(G, k) arc = |Sk|- L'Algorithme 1.4 est un algorithme d’approximation en
O(nlogn) pour le probkmeP; tel que

kE—1 1
X(G,k)are < x(G,k) + — (G) + P
Soit,

2k —1

1
X(Ga k)ALG S X(G, kj) + E

Preuve. Cet algorithme peut s’@cuter enO(nlogn) par le Tréoeme 1.5 et la Proposition 1.2.
Analysons dondSg|. Notons|S’| le nombre d'intervalles de I'ensemble des stablesStlet x/(G) le
nombre de stableS € S\ S’. Nous avons donc

S|

x(G,k)arc = f71 +X'(G)
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Or|S'[+ > vses\s S| < kx(G, k), donc

| Susesis I9]

X(Gv k)ALG < X(G’ k) + X/(G) A

+1

orvs e S\ &, |5 >1ety(G) < x(G) — 1. Par consguent,

(G B)are < (@GR + 16 +

1
K K

%

Corollaire 1.3 SoitG = (V, E)) un graphe d'intervalles aveld’| = n. Soitk € N.
n

=1) < X(Gk) < =+ X(C)

max(x(G), [ :

Preuve. Par la Propositions 1.1, nous avons la premiirégali€. Ensuite,

S|

x(G,k)arc = f71 +X'(G)

Orx(G,k) < x(G,k)ara, (‘%‘1 < [#]etx'(G) < x(G) — 1. Par consguent,
n

<
x(G, k) < k

+x(G)
%

Nous pouvons asliorer les performances de cet algorithme en utilisant certaines géspdé I'Al-
gorithme 1.3. En effet, il nous suffit de remplacer I'Etape 1 de I'Algorithme 1.4 par les Etapes 1, 2, 3 et
4 pour obtenir la borne suivante.

Proposition 1.7 L’algorithme obtenu en remplaat 'Etape 1 de I'Algorithme 1.4 par les Etapes 1,
2, 3 et 4 de I'Algorithme 1.3 donne une approximation&m log n) pour le probEmeP; tel que

k—2 2
X(G,k)are < x(G, k) + — (@) + -
Soit, )
2k — 2 2
X(G,k)ara < X(G, k) + -

Preuve. Par le TlEoeme 1.5, les Propositions 1.2 et 1.5, le nouvel algorithme peueckerl en
O(nlogn). La preuve de la borne est identigaeelle de la Proposition 1.6. L'agtidration €side dans
le fait que tous les stable$; de taille 1 appartiennent @essairemerd Une solution optimale. Ainsi,
nous obtenons ici I'iagalig,

B ZVSGS\S/ 5|

1
A +

X(Gv k)ALG = X(G’ k) + XI(G)

Oorvs e S\ 8,|S| >2ety(G) < x(G) — 1. Par consquent,
k—2 2
X(G k) ara = X(G, k) + ——x(G) +

o

Remarque. Les deux algorithmesettits ci-dessus donnent uBeapproximation pour le probme
P, quelgue soik € IN.
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Pour conclure ce chapitre, nous pouvons rappeler les agargiie nous avonsaliges dans étude
de la complexi&’du probémeP; pour les graphes d'intervalles. Séit= (V, E) un graphe d'intervalles
avec|lV|=netke N:

— SiS1, ..., Sy est une partition d& par un minimum de stables tel que;, |.S;| < k, alors
est polymmial pourG et x (G, k) = x(G),
— SiS1, ..., Sy est une partition d& par un minimum de stables tel que;, |.S;| > k, alors

est polyromial pourG et x (G, k) = [ ],

— SiG est sandy; 3 (tous les intervalles sont propres ou unitaires) algrest polymmial pourG et
X(Gv k) = maX(X(G)v [%-I)’

— P, peutétre Bsolu enD(nlogn) pourk = 2 et il est donc possible d’exhiber de la partition@e
par un minimum de stables, tous les stables de taidlppartenana une solution optimale.

Ainsi, nous pouvonseduire la recherche de la complexdu prob&me pourk = 3 a la recherche de la
complexig du probémeP; (tel gue nous I'avonsefini dans la Section 2) avec comme nouvelle emtr”

Entrée: G = (V, E) graphe d'intervalles, dont certains intervalles ne sont pas propressavec, S,
une partitionS de G par un minimum de stables tel quéG) = 3¢, ¢ € N et que le nombre de stables
de S de taille2 (respectivement de taill® de taille4) soit exactemeng (c’esta-dire tel que la partition
de G par un minimum de stables contienne exactengesiiables de taille 27 stables de taille 3 ef
stables de taille 4% = 3, ¥’ € N.

C’est-a-dire Nous allons maintenant aborder les peol@S)M P, et M P au travers du Chapitre 2.

2. SUR UNE EXTENSION DU PROBLEME DE
BIN-PACKING

Le probEme de Bin-Packing est uelébre probtme de recherche etionnelle. Il et tresétudé
dans les aneés 70 mais aujourd’hui encore, son analysedstrigine de nouvelles approches en algo-
rithmique [8].

De nombreuses variantes du Bin-Packingetétproposes eetudiées [8], nous allons ici eredfire une
qui semble naturelle : le Bin-Packing avec contraintes de compatileifitre les objets. Ainsi, lorsque
les objets sont repseng’s par des intervalles sur une droite, cenne”probéme devient effectivement
équivalent au deugime probéme M P, défini dans l'introduction.

Nous avons cependant pengi’'uneetude plus grérale serait irgfessante.

2.1 DEFINITION ET COMPLEXITE DU PROBLEME
GENERAL

Définissons tout d’abord le pradaiie classique de Bin-Packing.
ProblemeBP : Bin-Packing

Entrée:O = {0O,,...,0,} un ensemble de objets, une fonctior : © — R associant chaque
objet un nombreé&el repésentant sa tailleD € N tel quevO; € O, s(O;) < D etk’ € N.

Question Existe-t-il une partition de? en k' boites By, ..., By tel que la somme des tailles des
objets de chaque fi@ soit au pluggalea D ?

Ce probeme est\NP-complet [6]. Il existe Banmoins de nombreuses heuristiques#ivant avec
de bons facteurs approximations [8], nous en proposerons une dans les sections suivantes.
Dans ce proldime, n'importe quelles combinaisons d’objets sont aldessSupposons maintenant que
seulement certaines combinaisons d’objets soient valides : cela nemeaméEfinir ce que nous appe-
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lerons un hypergraphe de compatileild'un ensemble d’objets.

Définition 2.1 Soit©O = {0O,...,0,} un ensemble de n objets. L'hypergraphe de compaébilit
H(O) = (V, E) de 'ensemble des objef3 peutétre cfini de la marére suivante :

-V=0

- E={vO0' /O € P(0) etles objets d&’ sont compatibles
L’hypergraphe d'incompatibilé deO sera alors @fini commeetantH (O).

Nous pouvons pesent @finir de mangre pecise I'extension du probie B P.
ProblemeBPC : Bin-Packing avec contraintes de compatil@lentre les objets

Entrée :O = {0y, ...,0,} un ensemble de objets,H (0) = (V, E) son hypergraphe de compati-
bilité (ouH (O) son hypergraphe d'incompatibiij, une fonctiors : O — R associané chaque objet
un nombre éel repesentant sa tailleD € R tel quevO; € O, s(O;) < D etk’ € N.

Question : Existe-t-il une partition de? en k' boites By, ..., By tel que la somme des tailles des
objets de chaque [k soit au plusggalea D et que chaque Bte contienne un ensemble d’objets com-
patibles ?

Caracegrisons la complexitdu probémeBPC.

Proposition 2.1 Le probbme BPC est N'P-complet quelque soilf (O). De plus, il est nonx-
approximable en temps polgmial aveca € R.

Preuve. Le probEme BPC contient le proktme BP (H(O) I'hypergraphe complet). Il contient
aussi le prol#ie de la coloration d’'un hypergraphe (coloration/ig))) lorsquevO; € O, s(0;) =1
etD = n qui est un prol#me\ P-complet [9] et nona-approximable en temps polgniial avecr € R

[6]. &

Nous allons nous ietesserl une certaine classe de pretié BPC : la classe des probimesBPC
ou la relation de compatibiktentre les objets eselEditaire, c’esta-dire ai la relation de compatibikit”
vérifie les deux conditions suivanteguivalentes :

(i) YO' € P(0O), O’ compatibles si et seulement&P(0’), P(O') compatibles,

(i) H(O) estun graphe &t0’ € P(0), O’ compatibles si et seulement@i forme une clique dans

H(0), c’esta-dire si et seulement si les objets@esont deuxa-deux compatibles.

2.2 LA CLASSE DES PROBLEMES BPC OU H(0O) EST UN
GRAPHE
Définition 2.2 SoitO = {O,...,0,} un ensemble de n objets dont les contraintes de compatiblit

sont leréditaires. Le graphe de compatibditz(O) = (V, E) de 'ensemble des objet? peutétre cefini
de la manére suivante :
-V=0,
- E={Ve=0;,0; | {0;,0;} € O x 0O, 0; # 04, O; etO; compatible$.
Le graphe d’'incompatibilé deO© sera alors @fini commeetantG(O).

Nous aurons tendance, dans la suite de notre anayd®/antage utiliser le graphe d’incompatikilit”
G(0O).

ProblemeP5 : Bin-Packing avec contraintes de compatil@lheréditaires entre les objets
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Entrée :O = {Oy,...,0,} un ensemble de objets,G(O) = (V, ) son graphe de compatibit
(ouG(0O) son graphe d’incompatibilé), une fonctiors : © — R associané chaque objet un nombre
reel repesentant sa tailleD € R tel quevO; € O, s(0;) < D etk’ € N.

Question : Existe-t-il une partition de? en &’ boites By, ..., By tel que la somme des tailles des
objets de chaque fite soit au plusggalea D et que chaque bite contienne un ensemble d’'objets com-
patibles ?

Carac€risons maintenant la complexitiu probéme P;.

Proposition 2.2Le probbmeP, est\V/P-complet quelque so(O). De plus, il est-approximable
en temps polydmial avear € R si et seulement si le pralshe de la coloration d&'(O) (respectivement
le probeme de la couverture dg(O) par des cliques) est-approximable en temps pogmial avec
b €Reta > g.

Preuve. Pour le premier point, il suffit de voir que le preiohe P, contient le prol#me BP (G(O)
le graphe complet).
Pour le second point, nous allonerdontrer I'implication dans un sens puis dans I'autre.
=
En posantvO; € O, s(0;) = 1 et D = n dans le prolime P>, nous pouvons obtenir une-
approximation en temps polgniial aveca € R pour le probéme de la coloration du graph&O)
(respectivement le probine de la couverture du grap6g€Q) par des cliques).
—:
Nous allons donner une preuve algorithmique de cette implication. Par coremoditS noterons ici
G(O) parG. N
Supposons que le prabtie de la coloration du grapli& O) (respectivement le probine de la couver-
ture du graph&>(O) par des cliques) sojt-approximable en temps polgmiial avecs € R. Il existe
donc un algorithmed polynémial colorantG en x ar.¢(G) couleurs tel quecara(G) < Bx(G) avec
g eR.
Nous pouvons alorsattire I'algorithme suivant pour le pradtie Ps.

Algorithme 2.1 :

Entree :
Une instance du probhmeP ;

Sortie :
Un ensemble de bt 1 définissant une partition d@ et solution du proldmePs ;

Etape 1:
ColorierG par l'algorithmeA enx arc(G) couleurs tel quecara(G) < Bx(G) avecs € R;

Etape 2 :
Pour chaque stablg; défini par les objets de couleufaire

Appliquer I'Algorithme Packing pour le probine B P sur 'ensemble des objets d&;
Inclure 'ensemble des hi&s ainsi obtenu dari$;

Etape 3:
Retourner I'ensemble des iveS15 ;

Décrivons donc notre Algorithme Packing pour le peshEBP.

Algorithme Packing :

Entrée :
Une instance du probmeBP;
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Sortie :
Un ensemble de bt& 3 définissant une partition d@ et solution du prol@meB P ;

Etape 1:
SoitL =0etf=1;
Pouri del an faire
L=L+ S(Oi) ;
SiL > f x D faire
MarquerO; etf = f+1;

Etape 2 :
Soit B la bate couranteB = f eti = 1;
Pour chaqué® € O faire
Si O non marge’faire
O =0\{0}, B=BU{0};
Sinon
Inclure B dansB3;
Soit B une nouvelle baé couranteB = 0;

Etape 3:
Pour chaqu® € O faire
O =0\{0};

Soits(B) la somme des tailles des objets de ladd ;
Sis(BU{0}) < D faire

B =BU{0O};
Sinon faire

Inclure B dansB3;

Soit B une nouvelle be courante eB = {0} ;

Etape 4 :
Retourner I'ensemble des iveS55 ;

La figure ci-dessous illustre le principe de I’Algorithme Packing.

9‘4- =2 . .
= ‘3 -} 3 _3)4

7: [ols AT Iovlo-l’///” Th=)

& Z l = T Iz 5
Mavqoe “"“"‘1“’"

L'Algorithme Packingetant liraire en le nombre d’objets coneids, I'Algorithme 2.1 peut donc
s’exécuter en temps polpmiial.

Nous pouvons donc maintenant analyseeluitat de I'Algorithme 2.1.
Soit,

B; ,,. e nombre de bés retourees par le Bin-Packing des objets de coulgur

— Bi,raior 1@ somme des tailles des objets de couledivisée parD,
— Barc le nombre de bieés retoureés par I'Algorithme 2.1,
— Brracr le somme des tailles des objets de O dieigparD,

— Bopr le nombre de bivés optimal du proleme P.

L'Algorithme Packing est tel que :
BiALG < 2LBiFRACTJ +1
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Par consquent,
xarc(G)

Bare < Z ZFRACT + 1)

Or BFRACT ZXALG(G

Donc

ZFRACT

Barc < 2Brracr + Bx(G)
Et commeBrracr < Bopr etx(G) < Bopr, NOUS obtenons

Bara < (24 B)Bopr avec f € R

Il nous sulffit alors de poser = 2 + 3, 8 € R pour obtenir lo-approximation souhat aveey € R. <
Remarque. La proposition 2.2 pewttfeétendue au probhe B PC' par une preuve similaire.

Corollaire 2.1 Soit B4 le nombre de bites retouri@es par I'Algorithme 2.1. Sol = G(O).
Si G est un graphe parfait alor®3 4., < 3Bopr. En Particulier, le ProbémeP, est3-approximable
pour les graphes d'intervalles en(n logn). De plus, siWVO € O, 61D < s(O) < 02D avec{f;,02} €
0,1),6; < 65, alors Barg < (14 (14 62)(1 — 61))Bopr

Preuve. Les deux prendres affirmations sont imediates par la preuve de la Proposition 2.2 et le
ThéoEeme 1.5. Pour la deraié affirmation, il faut voir que I’Algorithme Packing est tel que

BiALG < (1 + 92) LBZ-FRACTJ +1et LBZ-FRACTJ < BiFRACT -0

Cela nous permet alors d’obtenir

Barg < (1+62)Brract + S(1 —0:1(1 + 62))x(G)

puis de conclure en posafit= 1.

Nous allonsa’p®Esent voir comment agliorer cette approximation de mane simple dans la partie
suivante.

2.3 UNE 1-APPROXIMATION DU PROBLEME P, POUR
LES GRAPHES D’INTERVALLES

Nous allons maintenant @sénter I’Algorithme 2.2 qui aaliore la borne obtenue par I'Algorithme
2.1 tout en conservant son temps aeytion.

Algorithme 2.2 :

Entrée :
Une instance du probimeP; ;

Sortie :
Un ensemble de bt 5 définissant une partition d@ et solution du protd@meP ;

Etape 1:
Colorier G par I'algorithmed enx arc (G) couleurs tel queara(G) < Bx(G) avecs € R;
Soitc(O) la couleur d’'un obje®O ;

Etape 2 :
Partitionner les objet® en deux ensembles :
- 01 'ensemble des objets d@ dont la taille est>
- O, 'ensemble des objets d8 dont la taille esK

SlISSIv
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Etape 3:
Pour chaque obje? de O, faire
Mettre O dans une bé B ;
CompEter en temps polymial la bate B par des objets d&- de couleurc(O) ;
Inclure B dansB3;

Etape 4 :
Appliquer I'Algorithme 2.1 sur I'ensemble des objets restants dans
Inclure I'ensemble des higs ainsi obtenu daris;

Etape 5:
Retourner 'ensemble des ive’3 ;

Proposition 2.3L’Algorithme 2.2 donne une-approximation du proldmerF, en temps polydmial
tel quea < I + Bavecs € R.

Preuve. Soit G = G(0O). LEtape 2 pouvant se faire en tempsdaife, I'’Algorithme 2.2 reste po-
lynémial.
En reprenant la notatiorefihie dans la preuve peédente, nous allons distinguer lesteg contenant un
objet de taille strictement sep"eurea‘% (notée B,) des autres (net Bs).
Analysons tout d’'abords,. . , ., :

BziFRACT - LBQZ’FRACTJ + € avec € € [Oa 1[

Deux cas se @sentent alora hous, lors de I'analyse du packing produit par I’Algorithme Packing.
— Sie < £, nous aurons :

B < |B LB2iFRACTJ 1
2iarg = L 21’FR,ACTJ + L 2 J +
Par consquent,
3
By 532 +1

TALG — iFRACT

— Sie > 1, nous aurons :

B < I_B J+"\~B2iFRACTJ‘|_’_1
2iare = 2ipracT

2
Soit,
B <B — e+ (—BQ"FRACT _ 6} +1
2isre = P2ipracr 2
Maintenant,
— SiB,y. — e = 2t avect > 0 alors
tFRACT
B < 3B 1
2iALG — 5 2iFR,ACT +
— SiBs, —e=2t+ 1avect > 0 alors
tFRACT
B < B +§_6+BQiFRACT_€
2iare = T2ipracT 2 2
Ore > 3, par consquent,
BQiALG < §B2iFRACT +1

3

Nous pouvons donc en conclure que, dans tous Iengg&G <35B + 1 et donc que,

iFRACT

3 )
Boyre < §BQFRACT +xara(G) (i)
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i O]
Par ailleurs,B1 ., .. > 5, donc,

O1 »
B2FRACT < Brracr — % (”)

Ainsi, par (i) et (ii), nous obtenons,

3 3
Boyra < §BFRACT - Z|01| + xarc(G)

Et en ajoutant le nombre de iv@S obtenuea 'Etape 3,

Barc < gBFRACT + i|(91| + xarc(G)
Or Brract < Bopr, |01| < Bopr etx(G) < Bopr, donc
Barg < (Z + B)Bopr avec B € R
I suffit donc de posety = % + [ avecf € R pour obtenir la-approximation souhat aveay € R.

Corollaire 2.2 Soit B4 le nombre de bites retouri@es par I'’Algorithme 2.2. Solt = 5(0).
SiG est un graphe parfait alor® 4. < %BOPT. En particulier, le ProbémeP, est%-approximable
pour les graphes d'intervalles ef(n logn).

Preuve. Le Théoeme 1.5, la Proposition 2.3 et le fait que I'Etape 3 peut s’effectuap @nlogn)
nous permettent de conclurg.

Nous allons maintenant aborder un pehE plus ghéral que le proldme P, en lui rajoutant la
contrainte du nombre d’objets paribolimité a k.

2.4 LE PRQBLEME P; : UNE EXTENSION DES
PROBLEMES P, ET P,

Nous allons ici formuler le probme P; en reprenant les contraintes des deux @otasP; et 1.
Celui-ci correspondra donc au prebie M P35 lorsqueG(Q) sera un graphe d’intervalles.

ProblemeP3 : Bin-Packing avec contraintes de compatibli€réditaires entre les objets et nombre
d’objets limi€ par bdte

Entrée :O = {O,...,0,} un ensemble de objets,G(O) = (V, E) son graphe de compatibit
(ouG(0O) son graphe d’incompatibilé), une fonctiors : © — R associané chaque objet un nombre
reel repesentant sa tailleD € R tel quevO; € O, s(0;) < D,k € N etk’ € N.

Question : Existe-t-il une partition de? en k' boites By, ..., By tel que la somme des tailles des
objets de chaque fie soit au plusgalea D et que chaque Bte contienne un ensemble d'au plus
objets compatibles ?

Comme pecddemment, nous allons faire uetude g@nérale du proldime pour en @duire ensuite
des Esultats pour les graphes d’intervallesed¥sons gu’unetude de ce probhe @l G(O) = K, (le
graphe complet) est mentiose dans [8].

Le fait de rajouter cette contrainte sur le nombre d’'objets paelagjit sur la complexit'du probéme.
En effet, nous pouvonstablir la proposition suivante.

Proposition 2.4 Pour k = 2, le probkemeP; est polyidmial quelque soi&(O).
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Preuve. Nous pouvons donner I'algorithme polymial suivant poureSoudre le prolelne P; lorsque
k=2.

Algorithme 2.3 :

Entrée :
Une instance du probimeP; aveck = 2;

Sortie :
Un ensemble de bi& B définissant une partition d@ et solution du prol@meP; aveck = 2;

Etape 1:
Pour chaque atée € E deG(O) faire
Soite = 0;0;,{0:,0,} € V x V aveci # j;
Sis(0;) + s(0;) > D faire
E=F\e;

Etape 2 :

Appliquer I'Algorithme d’Edmonds pour trouver un couplage maximihdansG(O) ;
Pour chaque couplg0;, O;} € M faire

PlacerO; etO; dans une rae bafe et inclure celle-ci dans ;
Pour chaqu® € O tel queO ¢ M faire

PlacerO dans une bioé et inclure celle-ci dans ;

Etape 3:
Retourner I'ensemble des oS53 ;

La complexi€ de I'Algorithme d’Edmondstant enO(n?) [5], I'’Algorithme 2.3 peut s’egcuter en
O(n?). Verifionsa pesent la validié” de cet algorithme. Soi’ le graphe obtenu aps'I'Etape 1.G’
repesente en fait la combinatoire de tous les couples d'objets(s0i?; € O aveci # j, compa-
tibles et respectant la contraingéO;) + s(O;) < D (c'esta-dire O; et O; peuvantetre plaes dans

une méme bafe). Par consquent, un couplage maximum darsdéfinira bien une solution optimale de
notre probéme.

Corollaire 2.3 Pourk = 2 et G(O) graphe d'intervalles, le pro@meP; peutétre résolu enD(n?).

Proposition 2.5 Pour k > 3, le probkmeP3 est\’P-complet quelque soi&(O). De plus, il esta-
approximable en temps polymial aveca € R si et seulement si le praiahe de la coloration d&/(O)

(respectivement le probine de la couverture d&(O) pardes cliques) egt-approximable en temps po-
lyndbmial avecs € R eta > S.

Preuve. Pour le premier point, il suffit de voir que le preiohe P; contient le prokeime de Triparti-

tion (G(O) le graphe complet dt = 3). Rappelons tout de emie le prot#ime de Tripartition de magie
bréve.

Probléme : Tripartition

Entrée :Un ensemblel = {a; /i € I} de3q nombres entiers; € N, avec) ,_; a; = ¢D et,Vi,
2<a; <3, DeN.

Question : Existe-t-il une partition ded enq sous-ensembles, chacun de cardidat de poidsD ?

Pour le second point, nous allonsndontrer I'implication dans un sens puis dans l'autre.
=
En posantvO,; € O, s(O;) = 1 etD = k = n dans le prol#ime Ps;, nous pouvons obtenir une-
approximation en temps polgmiial aveca € R pour le probéme de la coloration du graphe(O)
(respectivement le probine de la couverture du grap6g€©) par des cliques).
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—:
Nous allons donner une preuve algorithmique de cette implication. Par conemualits noteron&'(O)
parG. o

Supposons que le prashe de la coloration du graplig§ O) (respectivement le prodime de la couver-
ture du graph&=(O) par des cliques) sojt-approximable en temps polgniial avecs € R. Il existe
donc un algorithmed polynémial colorantG' en x 41.¢(G) couleurs tel quecara(G) < Bx(G) avec
geR.

Nous pouvons alorsattire I'algorithme suivant pour le pradtie Ps.

Algorithme 2.4 :

Entrée :
Une instance du probimePs ;

Sortie :
Un ensemble de bt 5 définissant une partition d@ et solution du protdmePs ;

Etape 1:
Appliquer I'Algorithme 2.1 sui© pour le probémeP; ;
Soit B’ I'ensemble des hités retoure’par I'Algorithme 2.1 ;

Etape 2 :
Pour chaque hté B € B’ faire
Si|B| < k faire
Inclure B dansi3;
Sinon faire
Soitqg = \_%j etr = |B|—g¢xk;
Mettre, par paquet de, ¢ x k objets deB dansq boites et les- objets restants d8 dans une bioé ;
Inclure ces bdes dands;
Etape 3:

Retourner I'ensemble des ivesS55 ;

L'Etape 2 pouvant s’effectuer en tempsdaife, I’Algorithme 2.4 peut s'@cuter en temps polpmiial.
Analysons donc soresultat.
Soit Bara, = |B'| €tBara, . = |B|. De la méme margte, soitBopr,, le nombre optimal de btgs
solutions du prot#ime P a I'Etape 1 etBopr,, . le nombre optimal de bt€s solutions du probme
Ps.
Clairement, nous avons,
Barap

B
BALGD,K_ Z H |

Barapx < Z |T + Barap

Barcp x < 7 + Barap

k
Or % < BOPTD’Ky BOPTD < BOPTD’K etx(G) < BOPTD’Ky donc

Boprp i < (3+ B)Bopry, . avec f € R
En posanty = 3 +  avecf € R, nous obtenons d-approximation souhag.

Remarque. La proposition 2.5 pelgtteétendue par une preuve similaire au peshEP; considrant,
non pas des graphes, mais des hypergraphes de comgatibilit”
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Corollaire 2.4 Soit B4 le nombre de bites retouri@es par I'Algorithme 2.4. Sol = G(O).
Si G est un graphe parfait alor®3 4., < 4Bopr. En Particulier, le ProbémeP; est4-approximable
pour les graphes d'intervalles en(n logn).

Preuve. Immédiate par le Teéreme 1.5, le Corollaire 2.1 et la Proposition 5.

Corollaire 2.5 Saoit,

Etape 1':
Appliquer I'Algorithme 2.2 su® pour le probEmeP: ;
SoitB’ I'ensemble des btés retour@ par I'Algorithme 2.2;

Etape 3':
Pour chaque objeD de O, faire
Mettre O dans une bdé B ;
Compéter en temps polymiial la bate B par au plusk — 1 objets deO, de couleurc(O) ;
Inclure B dansB;

Soit, dans I'Algorithme 2.2, I'Etape 3 remplee par 'Etape 3’ et dans I'Algorithme 2.4, 'Etape 1
remplag&e par I'Etape 1'. Soit3 4, le nombre de bites retouriees par ce dernier &b = G(O).
Si G est colorable enyarc(G) couleurs tel quexarc(G) < Bx(G) avec € R alors Barg <
(1741 + B)Borpr.
SiG est un graphe parfait alor& 4., < %BOPT. En particulier, le ProbémePs est%—approximable
pour les graphes d'intervalles en(n logn).

Preuve. Similaire aux preuves de la Proposition 2.5 et du Corollaire Q.4.

Nous allons maintenant voir comment encoresfionér les facteurs d’approximatiogtablis par les
algorithmes petédents. Voici, comme pcedemment, un algorithme se basant sur I'’Algorithme 2.1.

Algorithme 2.5 :

Entree :
Une instance du probheP; ;

Sortie :
Un ensemble de bt 3 définissant une partition d@ et solution du proldmePs ;

Etape 1:
ColorierG par l'algorithmeA enx arc(G) couleurs tel quecara(G) < Bx(G) avecs € R;

Etape 2 :
Pour chaque stablg; défini par les objets de couleufaire
Appliquer I'Algorithme Packing pour le probine B P sur 'ensemble des objets d&;
Soit B’ 'ensemble des objets reto@par celui-ci;
Pour chaque hté B € B’ faire
Si|B| < k faire
Inclure B (*) dansB;
Sinon faire
Marquer le§ B| — k plus petit objets de B;
Mettre les objets non-marga’(**) de B dans une bt# et I'inclure dans3;
Tant qu'il reste au moink objets marqas faire
Disposer ceux-ci par paquets delans des htés et les inclure dars ;
Mettre les objets restants dans un&éet I'inclure dands ;

Etape 3:
Retourner 'ensemble des iveS15 ;
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Proposition 2.6 L’Algorithme 2.5 est un algorithme d’approximation podymial pour le probéme
P3 donnant unex-approximation tel que

3k —2
<

+ 3 avec B €R

«

Preuve. L'Etape 2 pouvant s'effectuer e@(nlogn), l'algorithme peut s’egcuter en temps po-
lyndmial. Quania’'sa validi€, elle est base sur le lemme suivant.

Lemme 2.1Les objets marges ont une taille strictement irieurea %.

Preuve du Lemme 2.1.Supposons gu’une lte"contienné:’ objets,k’ > k. Il existe récessairement
k' — k objets de taille strictement ieﬁeurea‘%. En effet, si ce rétait pas le cas, cela signifirait qie- 1

objets seraient de taille sepéure oua’galea‘% et donc que la bté contenant ces objets aurait une taille

suggrieure oue’galea‘%D > D, ce qui contredit I'hypotbse selon laquelle la somme des tailles des
objets d’'une bde doitétre inErieure owegalea D.

Grace au Lemme 2.1, nous pouvons affirmer que notre algorithme est vatideri‘ons maintenant
la borneenon&e dans la proposition.
Soit :

— B, le nombre de bités dont les objets sont de couléwet sont marge$ ou non-marees (**),

— B;, le nombre de bités (*) de couleut,

— |B;,| le nombre d’objets de 'ensemble destles dont les objets sont de couléwet sont marges

ou non-margas (**),
— |B;,| le nombre d’'objets de I'ensemble destes™(*) de couleut,
— ny = [Bi,| + | Byl

Nous aurons ainsi,
|Bi1|

k

B,
BiALG < | k§1| + Bi, +1

Biye =1

LALG

—|+Bi2

Or|B;,| = n; + |Bi,|, donc
n; k—1

BZ'ALGEE_{' A Bi2+1

EnsuiteB;, < |B'| — 1 (sinonB;,, < 2Bi,p.cr + 1) €t|B'| < 2B;,. ..., + 1, par consguent

n; k—1
BiALG < ?Z + 2TBiFRACT +1

Ainsi, en sommant sur 'ensemble des couleurs,

n k—1
Barg < o+ 2TBFRACT + xarc(G)

Etcomme} < Bopr, Brract < Bopr etx(G) < Bopr, nous obtenons

3k —2

Bara < ( + B)Bopr avec f € R
En posanty = 3’“7‘2 + (8 avecf € R, nous obtenonsd-approximation souhag. >

Corollaire 2.6 Soit B4, le nombre de bites retouri@es par I'Algorithme 2.5. Soif = G(O).
SiG estun graphe parfaitalor® ¢ < %BOPT. En particulier, le ProbémeP; est%*z-approximable
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pour les graphes d'intervalles en(n logn).
Preuve. Immédiate par le Teéeme 1.5 et la Proposition 2.6.

Remarque. Il est possible de reproduire cet technique d’approximation en se basant non pas sur I'Al-
gorithme 2.1 mais sur I'Algorithme 2.2, ainshFapproximation obtenue sera tel que= 1£=3 + 3
avecs € R. Notons que cette approximation sera meilleure que celle obtenue par I'Algorithme 2.5 pour
k> 5.

Conclusion

Nous venons de voig fravers ce travail de recherche, que la mofatique de la planification d’ho-
raires de travail, mme moelistée simplement, restait un preohe difficile. Les proldmeP,, P, et P;
pour les graphes d'intervalles (correspondants respectivement aurmpesi P;, M P, et M P3) sont
en effet tous trois\V’P-complets. Cependant, note¢ude a mone que la structure d’'un ensemble d'in-
tervalles offrait de bonnes propt&s pour la mise au point d’algorithmes d’approximation poipreux
aux facteurs d’approximation raisonnablesq( < 4 quelque soit le proleime).

Malgré tout, cette prerere étude est loin dfre exhaustive. En effet, beaucoup de questions restent
poser autour de ces prahes. Il reste notammeagtudier I'existence de selmias d’approximation po-
lyndmiaux,a rechercher des bornesénures ea mettre au point des algorithmeselinfant les bornes
suggrieures existantes. Un autre point d’interrogation majeur reste la conepthxiprobéme P; pour
k = 3. Enfin, ce travail met en perspective d’autres eled ou bien certaines variantes du peoié de
planification dont nous allons donner quelques exemples pour terminer.

Un quatréme probéime, moeélisant parfaitement la planification d’horaires de travail, pete en
effet d&fini comme suit.

ProblemeMPy :

Soitn tachesT;, i € {1,...,n} tel queT; = (d;, f;) avecd; € N date de @but deT; et f; € IN date
de fin deT;. Partitionner ces taches en le minimum de vacations tel que &h&s appartenaatune
vacation ne se chevauchent pas datdeux et que chaque vacation ait unesguitale £ date de fin de
sa dernere Biche— date de dbut de sa prerare) au pluegalea D, D € R.

Ce probE€me correspona la coloration d’'un graphé& = (V, Ey U E3) ou G; = (V, Ey) est un
graphe d'intervalles ety = (V, E5) est un graphe de comparalglitl existe donc une-approximation
immédiate du prol@dime par les colorations successivesdet deG, mais la complexa’de ce proldme
restea étudier pecisemment.

Une autre approche seraietlide des probthesM P, M P, et M P3 dans leur version “on-line”
qui serait telle que lesathes apparaaient dans I'ordre éfini par leurs indices de date dehiit. Dans
ce cas-ci, hous pouvongjd” affirmer que certains algorithmes, eassur la coloration “on-line” d’'un
graphe d’'intervalles (pouvant se faire par I’Algorithme de coloration d’'un ensemble d’intervadkenpr”
Chapitre 1 Section 1) et l'utilisation deetiiodes “on-line” de packing &€s de I'Algorithme Packing
(Chapitre 2 Section 2) que nous avonggang, seraient respectivemecompgtitif, 3-compstitif et
4-comp#titif pour les versions “on-line” des pradatiesM P, M P, et M Ps.

Enfin, le dernier exemple est le prebhe de replanification. En effet, une fois la planification des
horaires effecteé, I'avance ou le retard de certains travaux peuvent perturber 'emploi du temps (par
exemple, faits communs pour les empeydes efogares, les retards d’avions) et ainsi condaire
nécessi’ de replanifier certains horaires selon certaiegtes. La proldmatique de replanification fe-
rait donc appandéfe certains types de prabhes o 'se neleraient nethodes d’approximation et analyses
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probabilistes : prol@mes intressants tant du point de vuedhique qu’expfimental.
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