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Mots-clefs : planification d’horaires de travail, graphes d’intervalles et d’arcs circulaires, colorations.

Etudiée depuis plusieurs décennies, la planification d’horaires de travail est un probléeme classique
de recherche opérationnelle [1]. Il est plus que jamais d’actualité du fait de la réduction du temps de
travail en France. De maniere schématique, le probleme consiste en ’affectation d’un ensemble de taches
fixes & un ensemble d’employés sous forme de vacations, une vacation se définition comme une succession
de taches deuz-d-deux disjointes dans le temps [2]. L’objectif de cette affectation est de minimiser le
nombre de vacations nécessaire a ’exécution de toutes les taches par souci de productivité. La difficulté
du probleme est que la construction des vacations doit respecter certaines contraintes réglementaires
liées au code du travail. Les réglementations étant aussi nombreuses que les métiers auxquelles elles
s’appliquent, les modeles de planification peuvent ainsi se décliner & l'infini. Aussi nous n’aborderons
pas ici la résolution d’un cas pratique et singulier de planification, mais notre étude portera plutét sur le
probléme fondamental suivant:

Soit un ensemble {T;},=1.... , de taches possédant chacune une date de début d; et une date de fin
fi- Soit k un entier naturel. Partitionner ces n taches en le minimum de vacations tel que les taches de
chacune ne se recouvrent pas entre elles et que le nombre de taches qu’elles contiennent soit limité a k.

Les taches étant de simples intervalles sur la droite du temps, ce probleme peut étre reformulé du point
de vue de la théorie des graphes comme le probleme de la coloration minimum d’un graphe d’intervalles
tel que chaque couleur marque au plus k sommets. Un graphe non-orienté G = (V, E) est un graphe
d’intervalles si & chaque sommet v € V peut étre associé un intervalle I,, = [d,, f,] tel que pour chaque
paire de sommets u,v € V, u et v sont adjacents ssi I, et I,, s’'intersectent. La famille {I,},cv est appelé
représentation par intervalles de G. Nous considérerons qu'une telle représentation (triée par extrémités)
est fournie en entrée de nos algorithmes, celle-ci pouvant étre calculé en O(n + m), avec n = |V| et
m = |E| [3, 4] . Un graphe est dit d’intervalles propres s’il possede une représentation par intervalles
ol aucun intervalle n’en inclut strictement un autre. Dans le cas de taches cycliques, le méme probléeme
peut se définir sur les graphes d’arcs circulaires, une extension naturelle des graphes d’intervalles (les
intervalles devenant des arcs sur un cercle). Il est & noter que ces classes de graphes interviennent dans
de nombreuses applications pratiques; en effet, elles servent & modéliser des structures apparaissant dans
des domaines aussi divers que la génétique, 'ordonnancement, la psychologie, la sociologie ou encore
I’archaeologie. Pour plus de détails sur ces graphes et leurs applications, le lecteur pourra se référer a
[5, 3, 6].

Le probléme de coloration classique (sans contrainte, k > n) a été étudié il y a déja plusieurs décennies.
Pour les graphes d’intervalles, Gupta et al [7] donne un algorithme en O(nlogn), tandis que Garey et al
montre que le probleme est AP-difficile pour les graphes d’arcs [8]. Toutefois, pour les graphes d’arcs
propres, Shih et Hsu [9] donne un algorithme en O(n!-%). Lorsque k < 2, I'utilisation d’un algorithme de
couplage maximum [10] sur le graphe complément permet de résoudre en O(n?®) le probléme (méme pour
des graphes quelconques). Plus récemment, Bodlaender et Jansen [11] ont montré que pour k > 4 fixé,
le probleme devient N'P-difficile pour les graphes d’intervalles; Andrews et al [12] décrivent de leur coté
un algorithme récursif en O(nlogn) pour ces mémes graphes lorsque k = 2. Dans le tableau ci-dessous
(Fig. 1), nous récapitulons tous ces résultats et nous les complétons par ceux de nos recherches en cours.
Tout d’abord, nous donnons un algorithme simple et incrémental en O(n) pour les graphes d’intervalles
lorsque k = 2, ainsi qu’un algorithme en O(n) pour les graphes d’intervalles propres quelque soit k [13].
Ensuite, nous proposons un algorithme en O(n?) pour les graphes d’arcs propres avec k quelconque, ainsi



qu'un algorithme en O(n) pour ces mémes graphes et k = 2 [14]. Pour conclure, nous présentons les

quelques questions restant ouvertes sur le sujet.

Intervalles propres Intervalles Arcs propres Arcs
k=2 O(n) [12, 13] O(n) [12, 13] O(n) [14] O(n?%) [10]
k=3 O(n) [13] ouvert O(n?) [14] ouvert
k>4 O(n) [13] NPec [11] O(n?) [14] NPc [11]

Fig. 1. Complexité du probleme selon la classe du graphe et la valeur de k.
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