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[ INTRODUCTION

La méthode de tri Quicksort a été mise au point par C.A.R. Hoare en 1961. Elle a connu plusieurs
évolutions au niveau algorithmique durant les années 60 et 70, qui lui ont permises d’améliorer son temps
d’exécution déja tres rapide dans sa version initiale.

Voici un exemple d’implémentation en C d’une version basique du Quicksort que nous appelerons version (0):

void QS(int a[ ],int g,int d)
{
int 1,j,v,t;
if (d>=g)
{
v=ald];i=g-1;j=d;
for (;;
{
while (a[++i]j<v);
while (j>g && a[——]]>V);
i (i>=j)
break;
t=alil;a[i]=a[jl;afjl=t;
I
t=alilali]=aldjsad}=t;
Qs(ga1‘1)7
QS(i+1,d);

Le Quicksort est un algorithme de tri particulier. En effet, il s’exécute en O(nlogyn) dans le meilleur
des cas, ce qui est tres bon, mais en O(n?) dans le pire des cas, ce qui est beaucoup moins bon.

Mais ce qui fait du Quicksort un des meilleurs algorithmes de tri est que son temps d’exécution en
moyenne est en O(nlnn) avec une constante cachée par la notation O faible. De plus, il n’utilise pas de
tableaux anncxes pour trier (il est “in-place”), il nécessite donc trés peu de mémoire afin de s’exécuter. 1l a
tout de méme un certain inconvénient: il n’est pas stable.

Comme nous le disions précédemment, 'algorithme du Quicksort a subi quelques évolutions lui permet-
tant d’accroitre ces performances. La version la plus connue et strement la plus utilisée jusqu’a aujourd’hui
est le Quicksort avec un choix du pivot comme la médiane de trois éléments et une coupure 4 10 éléments
par le tri par insertion. Cette méthode a été étudiée en détail par R. Segdewick (voir Bibliographie page
54). C’est d’ailleurs cette version qui a été implémentée sous Unix avec la fonction “gsort”.

Mais cotte variante est-elle vraiment la meilleure ? Peut-on en trouver une encore plus rapide voire
méme une qui soit optimale ? Le Quicksort peut-il s’exécuter en O(nlogyn) dans le pire des cas tout en
restant compétitif avec d’autres algorithmes ?... Ce travail de recherche essayera de répondre a ces diverses
questions.

Nous exposerons donc, dans le premier chapitre, des variantes du Quicksort (certaines ont déja été
étudiées, d’autres non) et nous analyserons leurs performances dans le cas moyen, en prenant comme hy-
pothése la distinction des clés a trier. Ces différentes analyses nous meneront naturellement vers une variante
encore plus performante du Quicksort.
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Ces variantes sont le Quicksort médiane de 2t + 1 éléments sans coupure, le Quicksort médiane de
9t + 1 éléments avec coupure (par le tri par insertion) et enfin un Quicksort médiane de 2t + 1 éléments
avec t coupures: le Quicksort “a ¢ paliers”. Nous appuyerons nos résultats généraux sur des exemples précis
(Quicksort médiane de trois, médiane de c¢ing).

Pour faire une étude minutieuse de ces algorithmes, il nous faudra donc déterminer avec précision les
parameétres dont vont dépendre Jeurs performances une fois qu’ils seront codés sur machine.

Ces parametres, fonctions de n (le nombre d’éléments & trier), sont le nombre de comparaisons Ch,
d’échanges E,, de partitions P,, d’appels A, effectués par le Quicksort et la hauteur de pile Hp, nécessaire

au fonctionnement de son programme.

Le temps nous étant compté, nous n’avons calculé la hauteur de pile Hp, que pour la version (O) du
Quicksort. Nous obtenons Hp,, < 2log, n. Nous donnons le détail des calculs dans PAnnexe I pages 18 et
19. Pour la méme raison, nous avons mis I'accent sur le calcul et la minimisation de C,, dans les cas généraux
et donner les résultats correspondants pour A, et P, (plus simples). Nous n’étudirons pas en détail E,, E,
étant une combinaison linédaire de C,, et de A,,.

Par exemple, pour I’algorithme du Quicksort décrit ci-dessus, nous avons les résultats suivants:
[R.Segdewick, P.Flajolet, ”Introduction & 'analyse des algorithmes”, 1996

Cp=2(n+ 1)} (Hpi1 — 1) = 2nlnn — 0.846n
1 1
E, = 3(n + 1) (Hp1 —5/2)+1/2= gnlnn — 1.346n

A, =2n
P,=n

Nous confirmerons bien entendu nos résultats théoriques par quelques expérimentations pratiques. Nous
établirons aussi les points de coupure optimaux, pour chacun des algorithmes que nous citons en exemple,
A partir de leurs temps d’exécution sur machine. Enfin, nous conclurons sur lintérét pratique des méthodes
exposées.

Dans le second chapitre, nous discuterons du Quicksort en O(nlog, n) dans le pire des cas: comment
y-parvient-on ? Les résultats obtenus sont-ils satisfaisants ? Et quelles conclusions pouvont-nous tirer de
cette étude ? Nous utiliserons pour cela quelques résultats intéressants sur les algorithmes de sélection.
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CHAPITRE I : La variante du Quicksort 4 t paliers — ses performances en moyenne

Pour introduire cette variante, nous allons tout d’abord analyser la variante du Quicksort avec médiane
de 2¢ + 1 éléments dans une premiére partie, puis étudier les points de coupure par le tri par insertion dans
une deuxiéme partie et enfin nous étudierons la versmn du Quicksort que nous avons appelé “a ¢ paliers”, qui
est une généralisation de la méthode de la “coupure”. Nous donnerons de plus pour chacune de ces parties
des résultats plus précis sur les variantes médiane de trois et médiane de cing dans I’Annexe.

1/Les limites de la méthode de la “médiane”

Nous avons analysé le Quicksort médiane de trois et médiane de cing, voici les relations de récurrence
relatives a chacun:

Co=n+1+- +Z )(CA—1+Cn k)
k=1
1n?—2n+2 " (n—k)(k-1)
En, e e —— — b — n—k
s +2+kZ:1 & (Ex-1 + En—i)
Médiane de 3 " \k )_
n—k -1
A, =1+ Z ——Cg—‘—(Akwl + An_k)
k=1 n
" (n—k)(k-1
I\:1 n
( Cn k
C,l:n+1+6+2—05——(01. 1+ Ci)
k=1

1 3n? —5n+6 “CE o CF
——~——+2+Z—-—ké k(EA—1+E,, k)

k=1 n

A =14 Z (n—k)n—k—1)k—-1)(k- 2)(4414—1 LA

Médiane de 5

o Cn
Wn—k-1)(k-1)(k-2
n =1+ Z Cs)( )( )(Pk—l + Pn—k,)
k=1 n

La résolution de ces équations se trouve dans les Annexes IT & IX (pages 20 a 29). La vérification
pratique de ces résultats sc trouve dans I’Annexe XVIIT page 45 et 46.

Nous pouvons constater que ces deux versions sont, plus efficaces que la version (0) du Quicksort. Mais
que montrent réellement ces résultats ? Tout d’abord, le nombre d’échanges croit au fur et a mesure que
l’on recentre le pivot. En effet, cela pourrait se démontrer en résolvant la récurrence du nombre d’échanges
dans le cas général pour un Quicksort médiane de 2t + 1 éléments, qui est:

pour 1 <t < 2.

f [ t
k n—Fk (n - k)(k B 1 C n k
" =2+ Z ( C;tql—l ) n—1 + Z 2{»+1 (Ek—l + Enfk)

k=1 Cn




S IO O i O S o I O R U R N AV AU B BN |

et pour t=0:

T

1
E, =1+ E ];(Ek—l + En—/\‘)

Nous avons fait une approximation du résultat de ce calcul en ne donnant que le coefficient du terme
dominant. Mais cela nous suffit pour bien comprendre I’évolution du nombre d’échange en fonction de t
Nous détaillons cela dans I’ Annexe X page 32 et le Graphe II de I’ Annexe XIX page 48. L’autre fait important
ici est que la recherche du médian accroit considérablement le nombre total de comparaisons, a tel point que
le Quicksort médiane de trois reste meilleur que le Quicksort médiane de cing, du point de vue du nombre
de comparaisons effectuées. Ainsi la recherche du médian annulerait-elle les effets positifs du recentrage du
pivot ? Par exemple, notre algorithme de la recherche du médian de cinq éléments effectue 6 comparaisons
dans tous les cas. Mais ce n’est pas Poptimum en moyenne. En effet, D. Hoev, 3 qui nous avons emprunté
cette procédure, a prouvé que on pourrait le faire théoriquement en 5 £ comparaisons dans le cas moyen.
Nous voyons ici que notre algorithme donne un résultat tout de méme proche de 'optimum, et pourtant le
nombre de comparaisons effectuées par celui-ci nuit aux performances de la version du Quicksort qui 'utilise.
Cela pose le probleme de I'optimalité de la méthode de la “médiane”. Pour le résoudre, nous allons donc
comme pour le nombre d’échanges, faire une généralisation & des échantillons de 2¢ + 1 elements

Il a été établit que le médian de n éléments peut étre trouvé avec, en moyenue, M, = —n + O(nB Inn)
comparaisons [R.W. Floyd, 1970}. o
Nous pourrons faire approximation M, = —n pour simplifier nos calculs. En effet, nous allons rapide-

ment nous intéresser qu’a de petits échantillons pour la recherche de la médiane: nous pourrons alors utiliser
un algorithme optimal de sélection du médian et le nombre de comparaisons effectu¢ par celui-ci sera alors
strictement inférieur & %n [D.Hoey (cf Knuth, ”Sorting and Searching”, 1973)].

La récurrence serait alors:

3 7 Ct Ct
C, = 5(21‘,+1)+n,+1+kz:1 k-1

W—’“(C,\_l +Cnt) (a)

avec Ogtg’”—;—l et n>2t+1

Pour ’analyser, nous devons considérer 2 cas que nous résoudrons séparemment:
- pour ¢ constant

- pour ¢ dépendant de n
1°"cas :
Considérons t constant et posons A = %(215 + 1) et résolvons les équations:

[ t Cy
Cn =n+1+ Z C,)t+7i g Ck—l + Cn~k) (b)

et
Cpn=A+ Z )H’; E(Chet + Crcy) (c)

L’équation (b) a été résolue par Van Emden (1970) [cf Knuth, "Sorting and Searching”, 1973] mais nous
’avons repris afin de préciser le résultat. Puis, nous avons résolu (c) suivant le méme schéma (voir Annexe
X pages 31 et 32).

En combinant linéairement les solutions de (b) et de (¢), nous obtenons la solution de (a), soit:

. 1
Ch=an+1)(Hy — 1)+ I+ Ko(n+1) avec a = ——————— et A= §(2t—|—1) (I
Hyya — Hyq 2
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Nous devons cependant mettre un bémol & cette premiere étude. En effet, lors de la résolution de (a),
le polynome P(¥) peut avoir des racines complexes selon les valeurs de ¢: nous le voyons dans la résolution
du Quicksort médiane de cing (Annexes VI et VII pages 25 & 27). Ainsi les parties réelles des termes qu’ils
engendrent perturbent le terme linéaire de la solution (I). Cette perturbation doit pouvoir étre quantifiée en
analysant précisement les racines du polynéme P(¥) [These de P.Hennequin, 1991]. Pour notre part, cette
perturbation restant faible, nous la négligerons afin de pouvoir poursuivre notre analyse.

2°°cas .

Prenons maintenant le cas ou ¢ dépend de n, soit 2¢ + 1 = % avec B> 1et 8 =0(1).
Ainsi, nous avons l'équation :

3n G Cl
Cn = 25 +(n+1) + %'&(Ck—l + Chi)

k=1 n

Reprenant les résultats vus dans la résolution du premier cas (Annexe X pages 31 et 32), la solution est:

3 3
C, = (%+1)a(7l+1)(Hn+1—1)—2—571+K0(n+1) (I[)
avec o = m et A=3(2t+1)

Nous pouvons faire 'approximation suivante pour un n assez grand:

n g B B
Hn_o 1 ~In(- = -
At n(b’) T n * 2(n+pB) 12(n+ B)?
n Jé] 20 432
Ha ~In(— — —
Hts H(ZB)JFW—F n - 2(n+B) 12(n+ 3)?
Ainsi,
1
o~
) el 82
2 - mrm + rae

3 constant 1

n grand In2

Apres Panalyse de ces deux cas, nous pouvons maintenant décrire le comportement de I’équation (a).

- Analysons I’équation (I):

Le coefficient a a une décroissance de type logarithmique avec t. En effet, o tend fortement vers sa
limite ml—g—: « est déja égal a =~ 1,491 pour ¢t = 10.
- Analysons I"équation (II):

Le coefficient, du terme dominant est a(% +1) aveca — rllz—, son évolution cst donc linéaire en fonction
de

En négligeant les termes linéaires des solutions (I) et (II) (i.e n grand), nous pouvons maintenant
exprimer clairement ’évolution de C), en fonction de ¢ par le Graphe I de I’Annexe XIX page 47.

6
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Nous voyons sur celui-ci que, pour un n donné, le Quicksort médiane de 2¢ + 1 éléments a un nombre
de comparaisons optimal pour une certaine valeur de 2¢ + 1, que nous nommerons OPT.

OPT dépend donc de la valeur n (pour plus de détails sur ce sujet, se reporter 4 Darticle récent
[C.Martinez, S.Roura, “Optimal Sampling for Quicksort”, 2000]). Et nous pouvons affirmer que pour un n
donné, plus n scra grand, plus OPT scra élevé et plus o sera faible. En fait, lorsque n croit, le Graphe 1
aura tendance a se dilater selon t tout en se creusant au niveau du point OPT.

1l faut noter que pour un n petit, cette analyse restera correcte dans la mesure ou les termes linéaires
de (I) et de (II) sont opposés, tous deux, a 'évolution du coefficient du terme dominant de leurs équations
respectives.

Revenons maintenant & 1’évolution de E,, en fonction de 2¢ + 1. Nous I’avons représenté par le Graphe
IT (Annexe XIX page 48). Nous avons construit celui-ci & partir de 'approximation faite sur E,, soit
E, =a.(n+1)(Hyi1 — 1) + O(n) avec v, = Q(t;—ig) Nous pouvons voir sur celui-ci les deux extrémums:

—pourt:(),oze:%

- pour t = 251«

En conclusion de cette premiere étude, nous pouvons affirmer qu’il existe une taille d’échantillon 2¢ + 1
ot les performances du Quicksort médiane de 2¢ + 1 éléments seront optimales pour un n donné. Le Graphe
I nous montre que cette valeur OPT restera tout de méme toujours trés petite par rapport a n: nous
analyserons cela de plus prés dans la seconde partie. Ainsi, nous avons aussi pu constater que la valeur de
OPT avait tendance A croitre avec n: pour des tailles croissantes de tableau, nous aurons donc des valeurs
croissantes de OPT. L’idée serait alors d’utiliser des échantillons de tailles différentes pour la recherche de la
meédiane selon la taille des tableaux & trier: nous commencons & voir ici I'intérét d’une variante de Quicksort
74 paliers”.

Nous rejoignons aussi une méthode que 'on applique traditionnellement au Quicksort: “la coupure” que
nous allons étudier dans cette seconde partie avec la coupure du Quicksort par le tri par insertion pour les
tableaux de petites tailles.

2/Les effets bénéfiques de la méthode de la “coupure” et généralisation :

L’inconvénient majeur du Quicksort cst qu’il n’est pas performant sur les tableaux de petites tailles.
Ce probleme a été résolu trés tot par R. Segdewick: il préconisa de réaliser une “coupure” par le tri par
insertion & partir d’une certaine valeur de n. En effet, nous savons, connaissant le nombre de comparaisons
et d’échanges qu’il effectue (voir Annexe XI page 34), que le tri par ingertion est un bon tri pour un n petit.
De plus il est trés simple & implémenter. Nous pourrions cependant faire mieux en utilisant des tris plus
proches de l'optimum comme le tri par insertion dichotomique ou le tri “Merge Insertion” [Knuth, “Sorting
and Searching”, 1973] (voir Annexe XII page 35 pour le tri par insertion dichotomique).

En considérant m comme le point de coupure, il nous faut donc tout d’abord établir, pour chacun
des parametres, les équations de récurrence modélisant le nouveau comportement de notre algorithme. Par
exemple, le nombre de comparaisons de la version (O) du Quicksort avec coupure sera solution de :

1 n

Cn n+1+— Z(Ck—l + Cn~1~') pour n Z m
n i1

n(n+3) -4

4

Chn

pour . < m

Ensuite, il nous faut les résoudre: dans le 1/, nous avons vu que seules les valeurs constantes (i.e. assez
petites) de 2t + 1 nous intéressaient pour espérer avoir un Quicksort des plus efficaces, nous allons donc

7
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considérer dans cette deuxieme étude ¢ constant. Nous obtiendrons alors des solutions de la forme, pour un
Quicksort Médiane de 2¢ + 1 éléments avec coupure par le tri par insertion:

Cp=an+)H,e + f(m)(n+1)+0(1)
E,=oa.(n+ DH,w1 + fe(m)(n+1) +0O(1)
Ap = (n+ 1) fa(m) + O(1)

= (n+ 1) f,(m) + O(1)

La démonstration de ce résultat se trouve dans 1’Annexe XV page 40. Nous donnons aussi le graphe de
., (le point de coupure optimal pour C,) en fonction de # et le graphe de f(my,,,) en fonction de ¢ (voir
Annexe XIX Graphe V page 51). Nous avons pu aussi tracer la courbe de C), représentant le nombre de
comparaisons en fonction de n et de ¢ (voir Annexe XIX Graphe VI page 52) et constater ainsi que le gain
en nombre de comparaisons apporté par les médianes d’un nombre plus élevé d’éléments est de plus en plus
faible. En effet, la courbe C,, a une décroissance logarithmique avec ¢.

Nous avons donc calculé précisement ces quatre parametres pour le Quicksort médiane de 3 et médiane de
5 (voir Annexes XIII et XIV pages 36 a 39) puis nous avons comparé I’évolution du nombre de comparaisons
de ces deux algorithmes et du Quicksort médiane de 7 sur un graphique (voir Annexe XIX Graphe III page
49). Nous constatons la chose suivante: le Quicksort médiane de 3 est moins bon que le Quicksort médiane
de 5 et médiane de 7, et les courbes de ces deux derniers semblent confondues. Cela nous montre que
le Quicksort médiane de 5 avec coupure doit étre une variante presque optimale du Quicksort, le nombre
d’échanges effectués variant trés faiblement d’une version a 'autre comme nous I’avons vu sur le Graphe II
(Annexe XIX page 48).

Cependant, en étudiant de plus pres les équations du Quicksort médiane de 5 et Quicksort médiane de
3, nous nous apercevons que ce dernier devient meilleur que le précédent pour n < 689. De la méme maniere,
le Quicksort médiane de 7 est meilleur que le Quicksort médiane de 5 pour un n supérieur a environ 20 * 108
(voir Annexe XIX Graphe IV page 50). Nous voyons donc bien ici se dessiner notre variante du Quicksort
“avec paliers”, dont nous pouvons maintenant aborder I'algorithme et la complexité.

3/Le Quicksort a t paliers, un Quicksort performant :

Nous venons de voir que le Quicksort médiane de cing était préférable au Quicksort médiane de trois
pour n > 689 et le Quicksort médiane de sept au Quicksort médiane de cing pour n > 20 * 105, Ainsi
nous pouvons tout simplement visualiser sur un graphique (ou bien le démontrer théoriquement pour s’en
persuader) que pour une variante du Quicksort médiane de 2t + 1, il existe pour un n suffisamment grand,
une valeur m;. | pour laquelle la variante médianc de 2 + 3 doit effectuer moins de comparaisons. On doit
donc pouvoir généraliser la méthode de la “coupure” avec les différentes variantes du Quicksort lui-méme.

Nous avons par conséquent imaginé une version du Quicksort qui, au palier ¢, c’est-a-dire pour n > my,
prendrait le pivot comme le médian de 2¢ + 1 éléments du tableau. Il est bien évident que le gain en temps
en pratique sera trés faible méme pour de grandes valeurs de n (n > 10%).Cependant I'approche théorique
nous semble intéressante & aborder. Nous allons donc essayé d’estimer en moyenne C,, A,, I, pour cet
algorithme afin de les comparer aux valeurs trouvées pour les versions du Quicksort précédentes.

Nous allons étudier le cas le plus compliqué, le nombre de comparaisons, ’analyse pour le nombre
d’appels et de partitions en découlera.



Nous pouvons donc établir pour C), la récurrence suivante:

paliers:
¢ Médiane 2t + 1 ~ _ + (2t +1) + Z )H’} B (Cpoi + Crek) sin>my
ottt
f 21 Médiane 2t — 1 Cn:n+1+ 7‘~1)+Z o C;\_1+Cn k) St m>myo
1 Médiane de 3
Ch=n+1+= +Z k‘l ”’”Ck L4 Cre)  sin>my
_ ) ) nin+3) — 4 }
0 Tri par insertion Cn = — sinon

Nous n’utiliserons pas ici la version (O) du Quicksort car elle est moins performante que le Quicksort
médiane de trois quel que soit n.
La résolution de cette récurrence se fait sur le méme modele que les résolutions de la partie précédente.

O(1)):

Sachant que t doit rester contant par rapport an (t =

C n+1 1 w41 1 mao+1 1 n 1
n
= & — 4 vy -+ ...+« - A v e——————

n+1 t,iz‘z tl_ziz 1,le+t,2 z(z—|—1)+

= +2 i==my_1-+2 i=mi+2 i=m;+1

™m m?2
- 1 1 cr
ct A Z — +.o+ N Z — + —
i=my_1+1 I/(Il + 1) i=m1+1 Z(Z + 1) my + 1

La solution est alors de la forme:

C7 B3

= a(n+ DHpr + (Y filmi,,) + fi(ma,,))(n+ 1) = A

14

=2

avec

fe(my) =

f2(mz) =

At — At
a1 — o) H, + ——
(a1 O Homi me + 1

Ay — Ay
a1 — o) Hpmyg + 2221
(on 2)Honz 41 ms + 1

et f1(m1) est particuliere puisque c’est la coupure par le tri par insertion:

/\1 C:n
my) = —a H, + 1
hi(ma) LHmatt m +1 m +1
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On peut exprimer f, (m;) pour t # 1:

Q1 — o A~ A

ft (7”{) - mye + 1 B (mf, + 1)2

(Olt—l - at)(mt -+ 1) - (/\f - At—l)
(my +1)?

Fr(my) =

N . «
Résoudre f, (m;) = 0 nous permet alors de trouver le minimum de ft:

A=A
pour t > 1, my, , = St —

opt o1 — Oy

et mq, , est donné dans la partie précédente (coupure entre le Quicksort Médiane de 3 (¢ = 1) et le tri
par insertion). Par substitution, nous obtenons:

fe(mig,,) = (-1 — ) (Hai-xy + 1)

B Bt

En prenant hypotheése A, = %(Qt + 1), nous obtenons Ay — A;—1 = 3 et par conséquent:

3
my,, = ————— — 1
Q1 — O

et

fe(mig,) = (o —o)(H s +1)

Cp—1 Tt

Nous donnons le graphe de my,, en fonction de ¢ et le graphe de fi(mn4,,,) en fonction de ¢ pour ¢ > 1 (voir
Annexe XIX Graphe VII page 53): nous y voyons l’évolution des points de coupure de notre Quicksort a
t+ 1 paliers. Nous avons pu aussi tracer la courbe de f;(mq,,, ) cumulée en fonction de t et C',, représentant
le nombre de comparaisons en fonction de n et de ¢ (voir Annexe XIX Graphe VIII page 54) et constater
ainsi que le gain en nombre de comparaisons apporté par les médianes d’un nombre plus élevé d’éléments
est de plus en plus faible. En effet, tout comme dans le 2/, la courbe C,, a une décroissance logarithmique
avec ¢.

Cependant, la somme composant le terme linéaire mérite une analyse toute particuliere car c’est elle
qui devrait permettre au Quicksort “4 t paliers” d’effectuer un nombre de comparaisons moins élevé que le
Quicksort médiane de 2t + 1 éléments. Mais qu’en est-il donc ?

Nous avons donc comparé Pévolution du coefficient du terme linéaire de ces deux variantes (voir le
second graphe Annexe XIX Graphe VI page 50). Nous pouvons y voir que le coefficient du terme linéaire
du Quicksort & t paliers a une croissance tres faible en comparaison avec ceux des versions précédentes du
Quicksort. En fait, il converge selon t (voir le premier graphe page 14). En effet, on peut vérifier que:

hm ft(mtopf) = 0

t—+4o0c

Par conséquent,

¢
Z filmi,,,) converge

i=2

Nous n’aurons certainement pas ce résultat en tenant compte de la perturbation que nous ¢voquions
plus haut. Cependant ’approximation que nous avons faite se répercute sur les trois versions du Quicksort.
Ainsi, nous pouvons affirmer que:

10



Pour un t fixé, le Quicksort a paliers effectuera un nombre de comparaisons inférieur au
Quicksort médiane de 2t + 1 avec coupure par le tri par insertion.

Nous n’avons pas fait le calcul pour le nombre d’échanges mais en revanche, en suivant la méme
méthode de résolution, nous avons pu démontrer que, pour un ¢ fixé, les nombres d’appels
A,, et de partitions P, étaient identiques 4 ceux du Quicksort médiane de 2t + 1 éléments avec
coupure par le tri par insertion.

Pour conclure ce premier chapitre, nous donnons en exemple les résultats de cette méthode pour un
nombre de paliers t = 3 (voir Annexes XVI et XVII pages 42 & 44).

Nous pensons que cette version, d’aprés nos expérimentations sur les performances en temps machine
de celle-ci, le nombre d’échanges augmentant, est presque optimale pour des tailles de tableaux de I'ordre du
millions d’éléments. En effet, le gain en temps apporté par des versions plus élaborées n’est que de quelques
millisecondes, méme pour des n trés grands (10%). Cependant, ce gain reste bien évidemment croissant avec
n, c’est pourquoi, 'utilisation d’un algorithme & 5 ou 6 paliers peut étre tout de méme intéressant pour des
valeur de n dépassant la centaine de millions d’éléments.

Méme une méthode de recherche d’un médian approché (bien plus rapide que la recherche d'un médian
exact), ne nous donnent pas des résultats vraiment meilleurs en pratique. Son approche théorique reste
cependant intéressante & étudier pour évaluer ces performances avec plus de précision (comme nous P'avons
dit ci-dessus, elle peut s’avérer utile pour des n trés grand). Celle-ci se meéne de la méme maniére qu’avec un
médian exact, seules les probabilités associées & la position k du pivot changent en fonction du pourcentage
d’erreur induit par I'approximation du médian. Nous en voyons un exemple dans I’Annexe XVII page 44
avec un Quicksort “médianc approchée de 9 éléments”.

Nous allons maintenant aborder le Chapitre II: I’étude de la variante du Quicksort en O(nlnn) dans le
pire des cas, ol nous utiliserons des raisonnements des résultats du Chapitre L.

CHAPITRE 1I: QUICKSORT EN O(nlogan) DANS LE PIRE DES CAS

Pour que le Quicksort s’exécute en O(nlog,n), il faut tout simplement que la position du pivot soit telle,
qu’a chaque appel, clle divise notre tableau de taille n en deux sous-tableaux de tailles ny et ny de telle
maniere & ce que ny et no soient fonctions de n.

Voila un exemple de découpage vérifiant cette hypothese:

T,L = O(TL) -+ TLWLJ -+ T“%,ﬂ

L’idée serait donc de prendre le pivot comme le médian d’un échantillon de taille 2t + 1 = f(n). Mais
il faut alors que la recherche de ce médian s’effectue en O(n) comparaisons dans le pire des cas pour que
lalgorithme final s’exécute en O(n log, n).

Prenons donc M,, le nombre de comparaisons effectué par la recherche de la médiane dans le pire des
cas et choisissons f(n) = | 4] avec § = O(1). La récurrence pour le nombre de comparaisons du Quicksort
dans le pire des cas deviendrait alors:

CHSJ\"’[L%J%‘TL—I-*-CLL%JJ-FC {L%J
5 n—

1
C, < M% +n +C% + C'n_%

11



Ch <Mz4+n+Czn +Cus_un
%A

Nous allons résoudre cette équation en prenant donc comme hypotheése C,, < anlnn.

Cela donne:

C,lgM +n—|——nl <[j)+a(2ﬁz};1>nln<2é;1n)

(26— 1)@ 1) - 28m(28)\ .,

C,<anlnn+n (1 +«

En prenant M, < an, on obtient:

(28 — 1)In(28 — 1) — 23 1n(2[)’)>

a
C,<anlnn-+n (1+—+a
- B 20

Pour vérifier ’hypothese, il nous faut:

a (28 - 1)In(28 — 1) — 25 In(25)

14 /75_ + 55 <0
soit
2(a+ 0) ()
28In(28) — (28 - 1) In(26 - 1)

Et nous pouvons vérifier que cette rclation pernet de respecter les conditions initiales de la récurrence.

Nous pouvons remarquer que, pour 3 = 1, nous obtenons:

Of>a+1
— In2

Connaissant la valeur a, nous pourrons calculer la valeur de o minimale en fonction de 3.
Pour cela, nous avons étudié une variante du célebre algorithme de sélection en temps linéaire dans le
pire des cas de R.Rivest et R.Tarjan (1973). Le nombre de comparaisons qu'il effectue, noté S, est

M, <12n

Mais cette borne est évidemment bien trop elevée pour nous donner une valeur de « intéressante.
Dernitrement une borne supérieure intéressante a été donnée pour S,, par D.Dor et U.Zwick [”Selecting
the median”, 1999]
M, < 3n

Clest-a-dire a < 3.
La relation (d) devient donc

N 6+ 23
“ = 23m(28) - (28— 1)In(26 - 1)

Nous donnons le graphe de « en fonction de 8 (voir le second graphe a la page 14).
Le minimum de cette fonction , tumi,, s’obtient pour 3 solution de I’équation 71ln (248 — 1) —6In23 = 0.

12
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Ce qui nous donne:

Opmin = 4.3962  pour f =2.4575

Pour étre tout a fait complet, il nous faut traiter plus précisemment le cas ot1 # = 1. En effet, algorithme
de recherche du médian partitionne aussi les valeurs du tableau autour de ce méme médian. Clest pourquoi
dans le cas § = 1, M, nous donne le nombre de comparaisons nécessaire pour trouver le médian et parti-
tionner les éléments du tableau autour de celui-ci.

Pour g = 1, la récurrence s’écrit donc

Toujours en prenant ’hypothése C,, < anlnn, nous aurons cette fois:

a
a > —
In2
Avec a = 3, cela nous donne
3
WUmin = E

Pour 3 = 1, nous trouvons donc une borne légément meilleure que précédemment soit v, = 4.3281.

Finalement, la meilleure borne pour le nombre de comparaisons que nous avons pu obtenir pour le
Quicksort dans le pire des cas est donc C,, = 3nlog,n. Celui-ci ne semble donc pas pouvoir rivaliser avec un
tri comme le Heapsort qui lui effectue C,, = 2nlog,n comparaisons dans le pire des cas.

Cependant, en utilisant des méthodes plus élaborées, notamment des algorithmes de recherche approx-
imative du médian et non pas exacte, nous pourrions peut-étre encore abaisser cette borne. Cette étude
nécessiterait donc de plus amples recherches.

Pour conclure ce chapitre, nous pouvons maintenant faire une remarquec essentielle sur le comportement
du Quicksort.
Nous avons défini un algorithme du Quicksort dans le pire des cas, il effectue donc

Chn < 3nlog,n (8 =1)

Revenons a ’équation (II) page 6 ct regardons le nombre de comparaisons qu’effectue en moyenne cet

algorithme, si la recherche du médian s’effectue en moyenne en au moins 3n:

Cp, > 2.5nlogyn

Les performances en moyenne de notre algorithme optimal dans le pire des cas se déteriore nettement.
Inversement, un algorithme du Quicksort efficace en moyenne c’est-a-dire avec un échantillon de taille 0(1)
pour le recherche du médian, s’exécutera en O(n?) dans le pire des cas.

Nous pouvons done établir une proposition sur “le dilemme cas moyen - cas pire” pour ’algorithme du
Quicksort:

Du point de vue du nombre de comparaisons, un gain en efficacité pour le Quicksort dans
le pire des cas se traduira par une perte d’efficacité en moyenne. Et inversement, un gain en
efficacité en moyenne pour le Quicksort se traduira par une perte d’efficacité dans le pire des
cas.

13
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(CONCLUSIONJ

Cle travail de recherche nous a amené & établir des résultats généraux sur les variantes de Quicksort
médiane de 2f + 1 éléments avec et sans coupure, ce qui nous a permis de mieux cerner leur comportement.
De ces deux études découle naturellement I'optimisation Quicksort “3 ¢ paliers”, que nous avons analysé
théoriquement et pratiquement, et dont nous pouvons affirmer qu’elle est plus performante que les deux
précédentes.

Nous préconisons donc emploi de la version “Quicksort & trois paliers”, que nous avons
étudiée précisemment comme exemple du Quicksort “a ¢ paliers” (Annexe XVI pages 42 et 43).

Celle-ci semble étre pour des tailles de tableaux raisonnables une procédure de tri efficace, le pire des
cas ne se produisant que pour des répartitions des données tres particulieres, et donc statistiquement pcu
probables.

Mais l'idée force de ce travail de recherche est que, la quantité des données a trier augmentant con-
sidérablement avec Pessor des nouvelles technologies, nous ne pouvons plus ne faire confiance qu’a I’évolution
technique de l'architecture des machines, mais bien se reconcentrer sur I'optimisation algorithmique des
procédures de tri.
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ANNEXE I: Ezemple de calcul de hauteur de pile

Pour les différentes variantes que nous analyserons, nous ne recalculerons pas Hpy,, qui est dans le
meilleur des cas logan, dans le pire des cas n. Nous calculons donc ici Hp,, dans le cas moyen pour la version
(O) du Quicksort présenté dans I'introduction:

Etablissons tout d’abord une borne superieure:

1 n
H ’n,<1+_ H 77—"7H v —
Pn < nzmal’( Pr—ks Hpr-1)

k=1
1 n—1
Hp11§1+EA;JHpk
b — %

n—1

[%])-1
1
Hp, <1 —§ Hpp — ,
P < an(k1 Dk kE_l Hpy,)

Prenons alors Hp,, < clnn

n—1 L%J_l
1
Hp, <1+ — Ink — >Ink
Pn < +”(k§_1cn ’él cln k)

n—1 L’%J'l
C
Hp, <1+ — Ink — E Ink
= +n(;n k=1 nk)

or

i: Ink<(n+llnn+1)—(n+1)

k=1

donc
c n n n
Hp, <1+ —(n —n—-|= — —
po <14 —(nlnn—n—|z|In([Z]) +(5])

Hp, <1+ %(nlnn—n—k L%J)

Hp, <1+ E(nlnn— ﬁ)
n 2

Hp, <clnn - g +1

Hpo <1
Hpy <2
Hpy <3
Hp; <4

Les conditions initiales sont:
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Pour les satisfaire, on peut prendre ¢ = 5

2
Hp, < —1
p ~—In2 nn

donc

Hp, < 2logan

Par exemple:

théoriquement: Hpigoo = 19.9 et Hpiooo000 = 39.8
expérimentalemcnt,: leooo =19 ¢t Hp1000000 =38
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ANNEXE II: Calcul théorigue du nombre de comparaisons Médiane de 3

Le nombre de comparaisons en moyenne cst donné par la récurrence suivante :

8 C_,Ch
(h:n+1+g+§:iﬁ%iiw@4+aPm
k=1 n

avec: Cop =0, C, =0, (Cy=3

n

nn—1)n-2)Cp,=Mn+1+ )n(n—l)(n~2 +122 (n—k)(k—1)Cr_1

e mmEeEt

k=1
Soit
+o0
C(z) = Z Cpz"
n=0
I +o0 “+o0 8 +oo n
n—3 __ n 3
E Zn(n~1)(n~2)(7,,,z = 2(77,+].+§)n(7z—1)(n~ +IQZZ (n—k)(k—1)Crr 2"
i - n=3 n=3 n=3 k=0
E Le dernier terme est le produit de Cauchy de deux séries simples:
+oo n +0o0 !
| S O
fi ZZ(n— (k- 1)CL 12" an 1Znan 1:(1—,2)2
: _ n=3 k=0 n=0
i - On obtient I’équation différentielle:
i I 24 16 C' (2)
! C = 12
g - S I (e L (R
1 24 16
1-2)*C e —— 4+ 12(1 -
| (127" (2) = g + 7oy + 120 - A0 )
§ Notons  W(¥ + 1)..(¥ +¢—1) = (1 — 2)[CO(z)
L’équation d’Euler devient:
£ 24 16
g T(W 4+ 1)(¥ +2)C(z) — 120C(2) = +
(1-2)2 (1-2)
24 16

U (T +5)(% —-2)C(2) =

A-22 (-2
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Posons:
YU(z) = 7 + g
(O +5)T(z) =U(2)

(¥ =2)C(z) =T(2) (1)

Les conditions initiales sont alors:

C0)=0 TO)=0 UO0) =6

Cela donne:

U(Z) = (T]# + (116Z> 22
T(Z):%uf:)? +§(111) *%*F 135“_2)5 (2)
C(Z) = i% (1—-2)2 h](l - Z) + 383-(17::)2 + l5_1 - 7%‘3(1 - 2)5 - % (1712)2

De 1a on obtient:

12
Cn = 7(” + 1)Hn+l +

B .2
19" " 735

Soit

12
C, = 7(71 + 1) In(n + 1) — 0.255n
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ANNEXE I1I: Calcul théorique du nombre d’échanges Médiane de 3

Le nombre d’échanges en moyenne lors du partitionnement est donné par:

Gy Oy (n = B)(k = 1)

Epn, = Z 3

k=1 Cu

n—1

n—2n+2

E n —
P 5(n—1)

Donc le nombre d’échanges est donné par la récurrence suivante:

" (n—k)(k-1
E77,:Epn+2+z%“_)
k=1

n

(Ep—r + Er-1)

n2+8n—8+i(n—k)(k—1)

E, = Ep i+ Ey_
51— 1) ez Bnkt Bt
k=1
EOZO
avec: E; =0
By =1
+oc
E(z) =) Enz"
n=0
On arrive a:
2% 1 8 1 2 1 11 1 E'(2)
B _ 2 b Z - = 12 -
&) = ST T s At 5= 5A(1I—2P 52 oo
24 1 48 1 2 1(1-2) (1-2)
DU+ 1)(V + 2)E(z) — 120E(z) = — = == :
(¥ + (¥ +2)E(2) G =sa-rtsi: "5 5 =2 522

En résolvant comme lors du calcul du nombre de comparaisons Médiane de 3, nous obtenons avec

les conditions initiales U(0) =2, T(0)=0, E(0)=0:

12 1 48 1 2 2
e S N P G R s
Ve =5 a5 1o, snl-2+5-10
12 1 24 1 1013 2 1 201
T(z)= 3= 5+ o - — —In(1 - — 4 ——(1—2)°
G = - "= s00 T 557 5500 2
12In(1—z) 213 = 519 22 1 B 1 781 1

E(z) = =272 2 i - = L S S
&)=~ A 27 500022 T500(1-2° 60—z 30 " 24500 (1 - 2)°

De la, on tire

12 209 967
B, = —(n+ 1) H, + oy — 2L
= gs (D + 23en — o
Soit
12
E, = £(n +Dln(n+1)+0.482n
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ANNEXE 1V: Calcul théorique du nombre d’appels pour la médiane de 3

Le nombre d’appels est donné par la récurrence:

" (n—k)(k-1
‘4,1 =1+ Z (_‘%(Akfl + An*k’)
k=1 n

Ay =1
avec { A1 =1
Ay =3

En posant
“+o0
A(z) = Z Apz™
n=0

on obtient:

BB B0

Le schéma de résolution étant toujours le méme, cela nous donne:

U0) = -2
avec ¢ T(0) = —1
A(0) =1
U(z) = 13: -8

On en tire:

23



ANNEXE V: Calcul théorique du nombre de partitions pour la Médiane de 3

Le nombre de partitions est donné par la récurrence:

" n—k)(k—1
Po=1+ R D py
k=1 ‘n

C
P():()
ou P =0
P2:1

En posant
+o0
P(z) = Z P,z
n=0
on obtient:
" 6 P'(2)
P = 12
(2) (1—2)4 * 1-=2

Ce qui, en suivant les schémas de résolution précédents, donne:

U(0) =2
avec T0)=20

P(0) =0
U(z) = 135 4

l - P(Z) — (1-2)2 + % - %(1-1:)2 + %(1 - Z)5
l Donc
4 3
I— Pu=c-n-3
7T
' 24



ANNEXE VI: Calcul théorique du nombre de comparaisons Médiane de 5

Le nombre de comparaisons en moyenne cst donné par la récurrence suivante :

n

CiiChi
Co=n+l+6+) — a5 (Coop + Cia)
k=1 n

Co=0

Cl _0

avec C2=3
Ca=6

19

04:‘2‘

nn—=1)(n—-2)(n—-3)(n—-4)C,, = (n~|—7)n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)+602(n—k)(n—k—1)(k—1)(k—2)0k_1
k=1

Posons Clz) =42 Czn

n=0

n—>o

Multiplions 'équation par z et sommons sur n de 5 & 400 :

(1-2)°C1) (2) = 720 + 725 +120(1 - 2)°C" (2)

Posons C”' (z) = U(z) et Péquation d’Euler devient:

720 720

(T —4)(T — X\)(¥ — X2)D(2) =

(-2 {127

avec X| = —% - 137 7let Xy = —% + %i\/?l

Posons:

(¥ —X,)S(z) = (1222)4 + (1772;))3

i (¥ -4)U(2) =T(2)

- S(0) = 90 — 6iV71
i avec ¢ T(0) =12

E U(0) =6

THlhRRHR

TR



En résolvant ces trois équations différenticlles, on obtient:

222i\/T1z — 2886z — 402iv/71 + 5586 180 2256 L4l
= g 7 _ o aevr 1 _ ¥ +2
5(2) 37(1 - 2)° (VT - 52
360 1 1 180 2256 e 180 2256 11T
T() = 28 12 L2 SN A (1 — )BT (2T SRR (1 - 2)E
@ =sa—g  RaptCw 7577 VDA~ 2) + (=57 + gz YV 2)
360 1n(1 — 2) z 5736 1
=22 12
UG =3 a5 " 2as o P e -
Par conséquent, avec C(0) = 0 et C'(0) = 0:
oy B0 —2) 50 1 6:-4 5736 1
Z) = —== - 0=
37 (122 37(1L-2)2  (1—2)2  13696(1— 2)2
Ainsi:
60 376 8590
n — 5= 1)H, YT Tonn
Cn = 370+ D = g365m + 1569
Soit
60

C, = ﬁ(n +1)In(n + 1) + 0.661n
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ANNEXE VII: Calcul théorique du nombre d’échanges Médiane de 5

Le nombre d’échanges dans la partition est:
g p

"C2 L C (- K)(k—1)
E W= k—1Yn—k
Pn L; 3 (n—1)
3n? 4+ 23n — 22

E, n —
Pn 14(n - 1)

Le nombre d’échanges est donc donné par la récurrence:

n 2

Ci 1 Chy
En=2+Ep,+ ) T(En_k, + Epy)
k=1

n

soit

3n? 4+ 230 — 22 Z Ci Cr

n - En* v -
' 14(n — 1) C? ( bt By

k=1

En suivant le méme raisonnement de calcul que celui effectué lors du calcul du nombre de comparaisons

Médiane de 5, on obtient les équations différentielles suivantes:

S(z) 1372722 2316572199823 —27354i/T14+18241iv/T12—1369:v/7122+222iv/712° 1373828
- 9842(1—z)%

+(192§549217: 1 2134107é5)(1 _ Z)%i\/ﬁ+%

T(z) = 136922 —22225 182412427354 _(162225¢\/ﬁ+893961 )(l_z)g+gi\/7_1+(231757-\/ﬁ_ 12591 )(1_2)5—5,:%

4921(1—z)2 698782 99826 " 9842
_ (532763 66 31 2 L 540
Ulz) = (3581 + 157 — 556%° + 1534 — 559 (1 - Z))(ljz)‘*
43 3
S0)= — — -ivT7l
L diti initiales é v 2 2
es conditions initiales ¢tant: T(O) -3
U) =2
En intégrant deux fois U(z), on obtient donc:
_ 90 In(1—=z) 75 1 —6:°41222432-8 155—7862 33z-22 552763 1
E(Z) = T 259 (1—z)2 259 (1—2z)2 + 399(1—z)2 + om0 T 19(?—;)2 + 2)184924 (1-2)2

De la, on tire:

431255 3445733

90
250t D e+ ™ T o1R4924

"~ 959

Soit | B, = a0 (n+1)In(n +1) 4+ 0.398n
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ANNEXE VIII: Calcul théorique du nombre d’appels pour la médiane de 5

La récurrence du nombre d’appels est:

“n—k)n—k-1k-1)(k-2)
A4, =1 Ap_y + Ap_s
n +Z C,")L (4k J+4n A)
k=1
Ap =1
441 =
A2 =3
avec
1
Az = —3
3
17
A4 = 3—
En posant
+oc
Az) =) Apz"
n=0
nous obtenons:
; 120 A" (2)
400 (z) = 2
B Ty

Posons maintenant:  U(z) = A" (2)

L’équation d'Euler devient: (¥ — 4)(¥ — X )(¥ — X,)U(z) = (17%%; + (17;#%3

[SIEN|

—LivTl et Xy =-1+3iVT71

avec X; = —

120
(1-2)°
(T — Xo)T(2) = S(2)

(¥ = )U(z) =T(z)

(T — X)S(z) =

S(0) =13 — /71
avec ¢ T(0) =2
U@©) =6

En résolvant les équations différentielles, on obtient:

S(z) = — 25k
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ANNEXE IX: Calcul théorique du nombre de partitions pour la médiane de 5

La récurrence du nombre de partitions est :

P =14 zn: (n—k)n—k—1)(k—-1)k-2) (Pe s+ Po_s)

CS
k=1 n
(P =0
P1:0
P=1
avec
)
szg
7
.P4:§

On obtient, comme pour le nombre d’appels, 'équation différentielle :

1

PO (z) = (11_22)6 + 120(]13_(;)2

La résolution est identique a celle du calcul du nombre d’appels, seules les conditions initiales

changent:
S(0) =13 — ivV71
avec ¢ T(0) =2
U@0) =2

Les équations différentielles obtenues sont, alors:

S(z) = -G

z 1 1
A(z) = ——
G =G5 " 3a=ae
Ainsi

2 1
P, =:p—-
3" 73
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E ANNEXE X: Nombre de comparaisons du Quicksort Médiane de 2t + 1
‘_ L’équation (b) devient:
- @+ DI (n— Rk = 1)!
—1)...(n — = Dn..(n—2t) +2 ‘ Cy—
E__ nin —1)...(n — 2t)C (n+ Dn...(n )+ e z_: k=i —1=1) k—1
- Traduisons en équation différentielle, en multipliant les deux membres par 2" 2! et en sommant sur n:
e : . 2(2t 4 1)! 2t + 2)!
‘ (1 _ Z)2f+10(2t+l)(z) - ( + ) (1 _ Z)lc(l)(z) + ( + 1 (1>
- t! (1—2)?
t;_ C’est une équation d’Euler. Réecrivons la en utilisant Popérateur ¥ = (1 — z)% sachant que
- (1-2)ICH () = V(T +1)...(T+t—1)C(z):
e 2(2t + 1)! (2t + 2)!
U4 2t)... U =——(U+t-1)...9C —
j (¥ +21). WCO(:) = T2 1) WOE) T
_ (2t + 2)! (2t + 2)!
PO 4+1)...(T+t=1) [(T+t).. (¥ +2t) — ——— Z2) = ——=
s (B 41) (@£ 1) [ (B 40 (8 420) = T €)= o
- Les racines du polynome en ¥ formé par le membre de gauche sont 0, —1...(1 — t) ainsi que les racines
—_— de P(U) = (W +1¢)...(¥+2t) — ((th:'f)),' Nous pouvons remarquer que la racine de plus grande partie réelle
E de P est 2. Le terme principal de la solution homogene sera donc en (1 — z)~2. Cela donnera un terme
dominant pour la solution générale en (T:%)fln (TEZ) Nous allons donc chercher une solution particuliere
‘ —— flz)= a(l—_’”—zln (Il—z—)
- On montre par récurrence que:
— (k) () — alk + 1)! ) 1 alk + 1)! He 1
i f (Z) (1_2)]\ P n(1—2)+(1— )k+7( k1 )
i _ On réinjecte f*)(z) dans I’équation (1) et on obtient:
- 1
0= —=——
E — Hstya — Hig
- Le terme dominant de la solution de I'équation avec conditions initiales sera f(z) et les termes suivants, qui
o vont eux dépendre effectivement des conditions initiales seront de la forme (1 — 2)® avec a > —2.
‘ Mais pour un n assez grand, les termes de la forme (1 — 2)* avec a > —2 deviennent négligeables lors
- du passage de C'(z) & C,,. Une bonne approximation de C'(z) sera donc:
o 1 1 1
_ ) =at K
s - (@) =aq () + Kog 3

1l suffit maintenant d’extraire C,,:

1

C, =aln+1)(H, + Ko(n+1 avec @ = ———————
(0 + 1) (Hyr) + Kofn + 1) o

31

i ‘rmwumm MWM mrﬂwmm
[} 3 ' 4




-
Ef__
S |
E —
-
i —_—
)

t

Les deux extrémums de la fonction a(t) = m sont :

Apourt—() oz()
_pour t = 2L oz(t):ﬁ

A présent, résolvons (¢) de la méme maniére que (b). L’équation différentielle obtenue est:

(2t +2)!

(2t + 1)!
t+1)

2041 ~(2041)
(1— 21O (z) = Ty

(1-2)CY(z) + A (2)
Cette fois le terme dominant de la solution est en ﬁg
Nous allons donc calculer une solution particuliere g(z) = [J’(l—fz—)j

On montre par récurrence que:

i k! z(k + 1)}
(1= 2)kFL T (1 — z)k+2

En réinjectant dans (2), on trouve:

Ainsi, nous obtenons la solution:

Cp = An + Ko(n + 1)

Nous pouvons aussi déduire de ce résultat, le nombre d’appels A4, et de partitions P, effectués par le
Quicksort Médiane de 2t + 1 éléments.

En prenant A = 1, on obtient alors:

Ap =n+ AO(” + 1)
P,=n+F(n+1)

Nous allons maintenant donner une approximation de E,, en fonction des résultat obtenus ci-dessus.
Soit EP,, le nombre d’échanges effectués durant les partitions:

—~ Ch1 Oy (n— k) (k- 1)
EP,1~2+Z e ——

En dégageant le terme dominant de cette expression, ¢’est-a-dire en extrayant le terme linéaire, nous pourrons
calculer le coefficient du terme dominant du nombre d’échanges effectués par le Quicksort médiane de 2¢ 41

éléments.
(k—1)"

1
- et Ot~ 2K on obtient

t!

Tout d’abord, en prenant CL | ~

PP, ~ g CMZ D n = k) (k — 1)(n — k)
Posons

EP, =Y (k- 1) (n— k)"
k=1

n

EP, =Y ((k-1)(n— k)™
k=1

EP) ~ Z (nk — k%)

k=1
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La formule du bindme de Newton nous donne
n t+1
- EP/ ZZ z t+1 nk)z‘-f—]—z(k )l
— k=1 1=0
! T n
EP! ~ QHZ nk)t = CL> (k) R+ CELY (nk)
—— k=1 k=1
] n
R ¥ (—1)[C;+12(7Lk)k2t t+lct+lz k2t+2
k=1
i' ) Or oy K~ ";fll donc
_ . nt+2 . nt+s , ntte
ir EP), ~ C} n (t n 2) t+1(t+—3) + Ct—l(t_,’_—4)
. n2t+2 et n2t+3
- - -nHc e — -1 C
; +(=1) f+1(2t+2)+( ) t+1(2t+3)
) oz Ci
EP,I ~ -1 7 12t+3
*’ " Z;( ) t+2+1 "
- Par conséquent,
i“’" ?L+> t+1
f EP, ~ iLl
oo b (= 1PC; ’f“z St
o . o2t 2
! Et O3~ Gy donc

@+, Gy
EP, ~ | ~———— —1)°
( 12 g( Dl el K

-

Enfin,

(2t + 1)!

_ EP, ~ ————"——n
P+ 2)0L

-

EP, ~ _il__n
- 2(2t + 3)

Par conséquent, F,, est bien une combinaison linéaire de C,, et

t+1
Qe = —————Q
2(2t + 3)
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ANNEXE XI: Calculs théoriques relatifs au tri par insertion

Cette étude est effectuée dans le cas moyen en prenant comme hypothese la distinction des clés & trier.

. R

a) Le nombre de comparaisons:

Ec, = (n—2}(2n%4+7n+9) — O(n\/ﬁ)

avec un ccart type )

b) Le nombre de transferts (af fectations) :

s . . . nin—1
Celui-ci est donné par le nombre d’inversions: I,, = ”("4 )

auquel il faut ajouter les 2(n — 1) affectations correspondant & v = a[i] et a[j] = v
cela donne donc T, = I, + 2(n — 1).
Soit

n{n +7)
4

T, = -2

L’écart type reste bien siir en O("Tﬁ)
Lors des calculs du nombre d’échanges pour Quicksort, étant donné la difficulté d’évaluer le temps d’exécution
précis des différents parametres du programme, nous assimilerons un échange dans le Quicksort

a trois transferts dans le tri par insertion.

Le nombre d’échanges du tri par insertion sera donc:

nn+7) -8

E, =
12
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ANNEXE XII: Calculs théoriques relatifs au tri par insertion dichotomique

Cette étude est effectuée dans le pire des cas en prenant comme hypothese la distinction des clés a trier.

a) Le nombre de comparaisons :

Calculons tout d’abord le nombre de comparaisons dues & l'insertion dichotomique d’un élément dans

le pire des cas vérifient la récurrence :

By, = Bjz1+1 avec B, =0
Considérons alors 2V=1 < n < 2V:

N
BH:ZI:N
1—1

B,, = [logy 1]
Par conséquent, le nombre de comparaisons pour trier devient:

n

Crn = Z [log, k]

k=2
En posant 2= < n < 2V nous pouvons vérifier que:
= b)

Ch=Nn-=2Y"Y 4+ ((N-DEV1 -2V 4 412t —29

N-—1
Co=N(n-2N")+> 2!
i=1
or
N-—1
it = (N =228 41
=1
donc

C,=nN-2Y4+1

Par définition, nous avons N = [log, n], donc

Cn = Tlﬂng Tﬂ — 2f|0g2 n] +1

Posons [log, n] = log, n + 6 avec 6 € [0, 1], ’équation devient:

C, =nlogyn +n( -2°) +1
Le maximum de la fonction monotone f(6) = 6 — 2% s’obtient en résolvant f'(8) = 0, soit:

Inln2+1 Inln 2
maz(Omae) = ————7— nar —
Fmaa( ) In2 pour Oma. In2

Par conséquent, dans le pire des cas, nous pouvons affirmer que:

nlogoan —n+1<C, <nlogyn —0,914n + 1

Le nombre d’échanges est évidemment le méme que celui du tri par insertion.
Cependant, il faut préciser que lorsque des clés sont égales, 'algorithme effectue plus de comparaisons,

ce qui peut étre génant dans son utilisation comme tri de coupure avec Quicksort.
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ANNEXE XIII: Calculs théoriques du point de coupure pour Médiane de 3

i

|

1/ Pour les comparaisons :

De I’équation (1), Annexe II page 21, on tire la récurrence:

n n
(n+1)Cri1 =2Y Ci+ Y Tk
k=0 k=0

n+1)Chy1 = (n+2)Ch +T,

De la méme manic¢re on tire de I’équation (2), Annexe II page 21:

T _ 12 N 8
- n—1 = 7 n 3
‘ On obtient donc:
n+1 12 8
Cn - n— e -
" Crn1+ - n + 3

Résolvons cette récurrence en itérant jusqu’a m et en sommant:

72_'+§i(i—1))

Cn Cm—l = 121 8 1
n+1 m + Z (

i=m+1

ol Cm,Al — (Tll—l)(;71+2)—4

Ch 12 8 1 1 (m—-1)(m+2)—4
- = Hn "Hm P
n -+ 1 7( + )+3(m n+1)+

4m,

Par conséquent:

Cn = 20+ Vs + 1+ 1)/ (m)

3m® +3m+14 12
_omiremt s e

ot f(m) Tom 7
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II/ Pour les échanges :

En suivant le méme procédé que pour le calcul du nombre de comparaisons, on obtient les résultats

suivants:
En _ Enfl 12 1 + 24 1
n+1 n 35(n+1)  15(n+1)n
En itérant jusqu’a m, en sommant et en prenant Fp,_; = @W:
12
En = gg(n + 1)H71+1 + (n + 1)f(m)

5m> 4+ 25m + 56 12

avec  f(m) = o 35

HTII

III/ Pour les appels et les partitions :

En itérant jusqu’a m et en sommant:

d’o1, puisque A,,_1 = 1,

Dans ce cas, le nombre de partitions est donc, avec P,,—1 =0: | P, =

Nous avons trouvé en pratique un m optimum égal a 7.
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ANNEXE X1V: Calculs théoriques du point de coupure pour Médiane de 5

- I/ Pour les comparaisons :

En procédant de la méme maniere que pour le calcul du point de coupure pour la médiane de 3, on

; obtient le nombre de comparaisons suivant:

Cn Cnfl 60 1 6
n+1 n 37Tn+1 (n+1n

En itérant jusqu’a m et en sommant, avec  C,,_| = (—"-Lw , on obtient:
60
CI’L = ﬁ(n + 1)Hn,+1 + (TL + 1)f(m)
oit f(m) = m?+m+18 60
: N 4m 37"

11/ Pour les échanges :

Le nombre d’échanges lui est donné par la récurrence suivante:

E, E, 1 (n—3)(n—-4)(n->5) (n—3)(n—4) n—3
= - 2922 - e
n+1 n 29526[ n=2)Y(n—1)nn+1) + 1369(17, —Un(n+1) 18241n(n +1)
+27354 1]
En itérant jusqu’a m et en sommant, avec FEy,_; = w, on obtient:
90 7051 1
n — Hoa\n 1 Hn ~ oA —
E 259(77+ JHpi1 + (n+ 1) f(m) 9842+O(n)
ot fmy= (PNORHO) -8 90 TOSLL 1 10 1
- 12 2597 7 9842m  14m(m—1) 133 m(m — 1)(m — 2)

38




Pl AL B B T T L L I LT

III/ Pour les appels et les partitions :

On a la récurrence:
4477. AnAl 1

n+l n +n(n—i—l)

On obtient donc, par itération jusqu’a m ct sommation, avec A,,_; = 1:

2
A, =—Mn+1)-—1
m

et pour les partitions, avec P, 1 = 0:

Nous avons trouvé expérimentalement un m optimum égal a 9.
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ANNEXE XV: Nombre de comparaisons du Quicksort Médiane de 2t + 1 avec coupure ¢ m

Ce probleéme a été suggéré a P. Flajolet par C. Martinez en 1997.

Reprenons 1'équation (I) (page 5):

Ch, AT
— =alH 1) + + K
n+1 (Hn1 ) n+1 0
Ch— An —1
2ol = a(H, — 1)+ (n—1) + Ko
n n
Par soustraction, on obtient:
Cn, — Cn~1 + (a4 i A
n+1 n n+1 n(n+1)
En itérant jusqu’a m et en sommant: (m € [0,n], et m > 2t + 1)

Soit C} le nombre de comparaisons effectuées par notre tri utilisé a la coupure.

Cn C* n+1 a n A
—_m_ 4 Z hadg Z AN
n+ 1 m+ 1 k=m-42 k k—m-+1 k(k + 1)
Ch A A c*
—— = 'Hn — H ) _ m
1 a(H i) n+1)+m+1 n+1+m+1
Cpn=an+1DHy + fim)(n+1)—A (a)
cr A
avec | f(m) = 52 + 257 — ol (b)

On remarque que:

- pour m = 0, on retombe sur notre équation (I) (page 5):

Cn = OZ(TL + 1)(H,,,+1 - 1) + An + C()(?’L + 1) ou I(o = Co

Les conditions initiales, comme nous I’avions expliqué, influent donc précisément sur le terme en (n + 1).
- pour m =n: C,, =Cy.

Pour calculer Poptimum de la fonction f, il suffit de résoudre f (m)=0.
a et 8 dépendent de ¢t uniquement donc:

, Cr(m+1)—Cr — A o

fim) = (m+1)2 T om+1
s mA (G —a) = Ch = A
fm) = (m +1)2
Prenons maintenant:  f (m) =0
40
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(m+1)(C5 —a) —C* —A=0 (¢)

. * _ 2m+3
donc  Cp, = =4

: : . m(m+3)—4
Pour le tri par insertion: Cr, = mmt3)—d

Réinjectons dans (¢) pour obtenir: m? +m(2 —4a) + (7 —4a —4X\) =0

A= (2~ 4a)® — 4(7 — 4o — 4))

Nous avons deux solutions dont une seule est positive:

—(2 - 4a) + VA
2

Mopt =

Résumons: Le nombre de comparaisons du Quicksort médiane de 2¢ + 1 éléments avec coupure a myep; par
le tri par insertion est:

Crp =an+ 1) (Hpt1) + f(mep)(n +1) = A

avec = g——r—
F(mop) = Coope + 2 _aH

opt ) — Tt m+1 -1

avec C* _ Mopt(Mopt+3)—4

Mopt
A le nombre de comparaisons nécessaires pour la recherche du médian des 2t +1 éléments,
soit ici, 2(2¢ + 1)

Mopt = —1 + 200 + 1V160% + 8a — 24 + 167

Mais ’on peut bien sir effectuer ces calculs pour un C}, différent tel que le tri par insertion dichotomique,
le tri optimal ... Et de méme, A peut étre modifié pour obtenir des valeurs plus précises (tant qu’il reste
constant par rapport a n).

Nous pouvons effectuer le méme raisonnement pour calculer 4,, et I,.

2
A, = —1(n+ 1) -1
Nous trouvons: m;— car A%, =1let P} =0.
P, = +1(n+1)_1
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ANNEXE XVI: Quicksort d trois paliers

Nous allons done calculer les deux points de coupure entre les trois méthodes:

a)Le nombre de comparaisons :

Partons donc de la récurrence suivante:

Cpn _ Cho 60 1 N 6
n+l n 37n+1 n(n+1)

On itere jusqu’a m puis 1’ équation devient:

C’ml - 0”74171 12 1 " § 1
mi+1 Tmi+1 3mi(my +1)

De méme, on itere jusqu’a ma ol

mg(mg - 3) —4

Cmg = 4
En sommant le tout on obtient donc:
60
Cn= ﬁ(n + D Hpp + fm))(n+1) + f(ma)(n+1) — 6
avec:
2 . 0,2
f(’”l) = ')j Hm1+1 + g 1711+1 f(Tsz) = _l—}%ng-H + dor TZS»:;J'_M

b)Le nombre d'échanges :

En suivant le méme raisonnement que précédemment, les trois récurrences deviennent:

E., _ En_y

(n=3)(n—4)(n—5)
nHl T T n 29576[ 222(71 2)(n—1)n( n+1 + 1369(71 1)n(n+1) 18241n n+1)]
Eny _ Enm -1 12 + 1
mi+l T 35 m1+1 13 (m1+1)m,

_ ma{mo47)—8
EI'IlQ - 12 )

Par conséquent,

Bn = ges(n+ DHoa + (n+ Df(mn) + (0 + D (ma) + O()
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avec:

ol 56311999 1 _ 6
flma) = 88570 o1 — 1205 Hmit1

) _ 5ma’425mg+56 |1 12
f(7fL2) - 60 ms %HW?WLI

c¢)Le nombre d' appels et de partitions

En suivant le méme raisonnement que précédemment, les trois récurrences deviennent:

An  _ Ana 1
n+1 — n + n(n+1)
Amy  _ Amy o 1
mi-+1 T mi e (my+1)
A, =1
Par conséquent, | 4, = f(m2)(n+1) — 1 avec f(ms) = mzﬁ

Le nombre de partitions s’obtient juste en changeant A4,,, = 1 par P, = 0.

Cela nous donne: | P, = f(m2)(n+1) -1 avec flme) = E;ﬁ

Nous avons trouvé expérimentalement les points de coupure optimaux m; ~ 38 et my ~ 9.
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ANNEXE XVII: Médiane de 9 approchée + Résultats

La médianc de 9 peut étre approchée en prenant la médiane des médianes de 3 éléments
M de 9 approchée donne trois types de solutions:

-M > 3 éléments et M < 5 éléments avec une probabilité de
-M > 5 éléments et M < 3 éléments avec une probabilité de
-M > 4 éléments et M < 4 éléments (médiane exacte) avec probabilité de 1;

s [ b [

L’équation de Quicksort sera alors:

39 < /CE_CO_ L+ CE_C3 4200 CE
Cho=n+1+"+ k=1~n—k k—1%n—k kE—=1%n—k
k 402

: ) (Cor + Ct)
=1

Ce qui nous donnerait:
En posant C(2) = 372 Cp2™:

10! 32
0z = (1 — z)1t Ty

9! 9! (1 C®(z) 32 CW(z)
5

(1—2)10 " 2\6(1-2)°% 3 (1—2)5 120(1—2z)

. La médiane

1 CO)N(2) )

Tl suffit donc de résoudre cette équation différentielle et d’en retirer C,, pour obtenir le nombre de
comparaisons du Quicksort médiane de 9 approchée. Les résultats de cette technique appliquée au Quicksort

A 3 paliers ainsi que ceux des autres variantes donnent, pour n = 10%, les temps d’exécution
Dell, Processeur Intel Pentium IIT 450 MHz, Java JDK 1.2):

QS(0) Qs(1) QS(2) QS(3) QS(3’)
1368 ms 1292 ms 1289 ms 1284 ms 1283 ms
Q5(0) : version (O) du Quicksort
QS(1) : Quicksort médiane de 3 avec coupure a m =7
avec & QS(2) : Quicksort médiane de 5 avec coupure & m =9
QS(3) : Quicksort a 3 paliers

QS(3") : Quicksort a 3 paliers avec la médiane de 9 approchée au palier 3

Et pour n = 16 * 10°:

QS(0) QS(3)

30s 25 s

Nous voyons ici que le gain en temps devient considérable.
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TANNEXE XVIII: Tableauz de résultatsj

Quicksort Médiane de 3

Taille n | Nombre de tirages | Nbre théorique de comparaisons | Nombre pratique de comparaisons
1000 1000 11600 11594
10000 100 155359 155540
100000 10 1948166 1968307
Les comparaisons
Taille n | Nombre de tirages | Nombre théorique d’échanges | Nombre pratique d’échanges
1000 1000 2853 2857
10000 100 36401 36416
100000 10 442933 442573
Les échanges
Taille n | Nombre de tirages | Nombre théorique d’appels | Nombre pratique d’appels
1000 1000 1143 1143
10000 100 11429 11429
100000 10 114285 114259
Les appels
Taille n | Nombre de tirages | Nombre théorique de partitions | Nombre pratique de partitions
1000 1000 371 571
10000 100 5714 5713
100000 10 57142 57128

Les partitions
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Quicksort Médiane de 5

Nombre pratique de comparaisons

Taille n | Nombre de tirages | Nbre théorique de comparaisons
1000 1000 11864 11882
/ 10000 100 155984 156295
F 100000 10 1933081 1939740

Les comparaisons

Taille n | Nombre de tirages | Nombre théorique d’échanges | Nombre pratique d’échanges
1000 1000 2801 2779
10000 100 35988 35777
100000 10 439867 437484
Les échanges
Taille n | Nombre de tirages | Nombre théorique d’appels | Nombre pratique d’appels
1000 1000 1334 1334
10000 100 13334 13334
100000 10 133334 133347
Les appels
Taille n | Nombre de tirages | Nombre théorique de partitions | Nombre pratique de partitions
1000 1000 667 666
10000 100 6667 6665
100000 10 66667 66668

Les partitions

46




!

\

42
‘gul /
yd
e
//
P
3 -
/’/

e b B e ' . 3

~ 4 3850PT Ly v
~ L3 % /2

OP\\". LAARS R ALY
i

5 : o ' . {
Gvcﬂ?\m‘ CiQ,. \‘EVVQALLNW\ de. o ew “f)o\"(fv"ﬁ‘-'\ de 2+ A

O ‘;‘R:L.A [A2 WY \;im:’u;.,,t \NAvwi;u‘c‘;\Vth..«.A“( (TR C7VE *{/'..Jg_,ln.\r.

2378 ;/vxu"‘\r‘:r;,{! waad e Vatlewes

Gro&f‘:‘he, I

47

(lg_ 2,‘(‘ ngl *Ji

de 1 erdernice. \;)U\\/ le Yerme ("\*—\)HM_H ‘



J]
1
] GRAPHE 11
Ji 0.38
‘J 0.355 /
F]x 0.35
n 0.346
D 0
I’J 0335
0.33 . ) ) .
[‘: e ERARE aamar =
r Graphe de o, (le coefficient du terme dominant de E,) en fonction de t

20 1e+08

o \quw \

Graphe de E, . le nombre d'échanges. en fonction de n et de t

our le Quicksort médiane de 2t-+1
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4 GRAPHE V
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Graphe des points de coupure optimaux m en fonction de t pour le Quicksort médiane

de 2t+1 éléments
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Graphe de f(m) avec m optimal en fonction de t pour le Quicksort médiane de 2t+1

avec point de coupure A m
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GRAPHE VI
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Graphe de C, le nombre de comparaisons, en fonction de n et de t, pour le Quicksort médiane de
2t+1 éléments avec point de coupure 3 m
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Graphe des coefficients des termes linéaires du Quicksort i t paliers (en vert) et du Quicksort médiane de
2t+1 éléments (en rouge)
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GRAPHE VIII

Graphe de fi(m,) cumulé avec m, optimal en fonction de t pour le Quicksort a t paliers
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Graphe de C, le nombre de comparaisons en fonction de n et de t pour le Quicksort a ¢ paliers
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