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Résumé

Le problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle peut être formulé comme suit
en les termes de la théorie des graphes : étant donné un graphe G non orienté et un entier
k, déterminer une coloration minimum de G tel que chaque couleur apparaisse au plus k

fois. Lorsque le graphe G est un graphe d'intervalles, ce problème a des applications dans
le domaine de la plani�cation de personnel. Ainsi, cette thèse a pour objet l'étude détaillée
de la complexité du problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle pour les graphes
d'intervalles ou de classe apparentée.

Les deux premiers chapitres de la thèse traitent de la complexité du problème pour les
graphes d'intervalles, ainsi que deux extensions, les graphes d'arcs circulaires et les graphes
de tolérances. Lorsque le problème s'avère être polynomial, nous proposons des algorithmes
à la fois simples et e�caces pour le résoudre (notamment des algorithmes en temps et espace
linéaire).

Motivé par des aspects pratiques, nous analysons ensuite l'impact de la propriété suivante
sur la complexité du problème : le graphe G admet une coloration où chaque couleur apparaît
au moins k fois. Nous montrons que si un graphe d'intervalles satisfait cette condition, alors
celui-ci admet une partition optimale en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k qui peut être
calculée en temps et espace linéaire. Cette assertion est ensuite étendue aux graphes sans
K1,3, aux graphes d'arcs circulaires, ainsi qu'aux graphes triangulés pour k ≤ 4.

Le dernier chapitre est consacré à certains problèmes de partition relatifs aux graphes
d'intervalles. Nous y étudions en particulier le problème de la partition d'un graphe d'in-
tervalles ou d'arcs en sous-graphes d'intervalles propres, pour lequel nous établissons la
proposition suivante : tout graphe d'intervalles admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉
sous-graphes d'intervalles propres et celle-ci peut être calculée en temps O(n log n +m) et
espace linéaire. Ce résultat est mis à pro�t lors de la conception d'algorithmes polynomiaux
d'approximation pour un problème de plani�cation de personnel lié à l'ordonnancement avec
exclusion mutuelle pour les graphes d'intervalles ou d'arcs.

Mots-clefs : ordonnancement avec exclusion mutuelle, coloration de graphes, plani�ca-
tion de personnel, graphes d'intervalles, classes de graphes.
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Abstract

The mutual exclusion scheduling problem can be formulated as follows in graph-theoretic
terms : given an undirected graph G and an integer k, determine a minimum coloring of G
such that each color is used at most k times. When the graph G is an interval graph, this
problem has some applications in workforce planning. Then, the subject of this thesis is to
detail the complexity of the mutual exclusion scheduling problem for interval graphs and
related classes.

The �rst two chapters of the thesis deal with the complexity of the problem for inter-
val graphs, as well as two extensions, circular-arc graphs and tolerance graphs. When the
problem is proved to be polynomial, we propose some simple and e�cient algorithms for its
resolution (in particular linear time and space algorithms).

Motivated by practical aspects, we also analyse the impact of the following property on
the complexity of the problem : the graph G admits a coloring such that each color appears
at least k times. We show that if an interval graph satis�es this property, then it admits an
optimal partition into ⌈n/k⌉ stable sets of size at most k which can be computed in linear
time and space. Then, this assertion is extended to K1,3-free graphs, circular-arc graphs, as
well as chordal graphs for k ≤ 4.

The last chapter is devoted to partition problems related to interval graphs. We inves-
tigate particularly the problem of partitioning interval ou circular-arc graphs into proper
interval subgraphs, for which the following proposition is established : any interval graph
admits a partition into less than ⌈log3 n⌉ proper interval graphs and this one can be compu-
ted in O(n log n+m) time and linear space. This result is used in the design of polynomial
approximation algorithms for a workforce planning problem related to mutual exclusion
scheduling for interval or circular-arc graphs.

Title : Mutual exclusion scheduling with interval graphs or related classes : complexity
and algorithms.

Keywords : mutual exclusion scheduling, graph coloring, workforce planning, interval
graphs, classes of graphs.
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xix

� In an address delivered on 9 September 1949 at a meeting of the American Psychological
Association at Denver, Colorado, Thorndike [1950] studied the problem of the `classi�cation'
of personnel :

[...] There are, as has been indicated, a �nite number of permutations in the assignment of
men to jobs. When the classi�cation problem as formulated above was presented to a mathe-
matician, he pointed to this fact and said that from the point of view of the mathematician
there was no problem. Since the number of permutations was �nite, one had only to try
them all and choose the best. He dismissed the problem at that point. This is rather cold
comfort to the psychologist, however, when one considers that only ten men and ten jobs
mean over three and a half million permutations. Trying out all the permutations may be a
mathematical solution to the problem, it is not a practical solution. � 2

Alexander Schrijver,
Combinatorial Optimization : Polyhedra and E�ciency,

Volume A, pages 295�296. (Historical notes)

2. � Dans une communication livrée le 9 Septembre 1949 à un colloque de l'Association Américaine de
Psychologie à Denver, Colorado, Thorndike [1950] étudiait le problème de la `classi�cation' du personnel :

[...] Il y a, comme il l'a été indiqué, un nombre �ni de permutations dans l'a�ectation des hommes aux
tâches. Quand le problème de la classi�cation comme formulé ci-dessus fut présenté à un mathématicien, il
souligna ce fait et dit que du point de vue du mathématicien il n'y avait pas de problème. Puisque le nombre
de permutations est �ni, il n'y a qu'à toutes les essayer et choisir la meilleure. Il laissa le problème en l'état.
Cela n'est guère réconfortant pour le psychologue, cependant, quand on sait que seulement dix hommes et
dix tâches entraînent plus de trois millions et demi de permutations. Essayer toutes les permutations peut
être une solution mathématique au problème, ce n'est pas une solution pratique. �
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Chapitre 1

Introduction

Cette thèse est dédiée à l'étude d'un problème d'ordonnancement où la relation d'exclu-
sion mutuelle entre les tâches est représentée par un graphe d'intervalles ou d'une classe
apparentée. Après avoir introduit le problème et sa formulation en les termes de la théorie
des graphes, nous donnerons, concernant les di�érentes classes de graphes étudiées, toutes
les dé�nitions nécessaires à la bonne compréhension du mémoire. En�n, nous ferons un état
de l'art du problème à l'issue duquel nous annoncerons le plan ainsi que les principaux
résultats de la thèse.

Pour des raisons évidentes, nous considérerons le lecteur comme étant initié aux notions
les plus basiques de l'algorithmique et de la théorie des graphes. Si toutefois ce n'était pas
le cas, nous invitons celui-ci à consulter les ouvrages de Cormen et al. [28] et de Berge [9]
(en français), ou encore l'excellent livre de Golumbic [75] dont le sujet se situe précisément
à la croisée de ces deux domaines.

1.1 Présentation du problème

Voici un problème fondamental en théorie de l'ordonnancement : n tâches doivent être
exécutées sur k processeurs en le minimum de temps, avec la contrainte que certaines ne
peuvent pas être exécutées en même temps parce qu'elles partagent les mêmes ressources.
En raison de leurs applications industrielles importantes, de nombreuses variantes de ce
problème ont déjà fait l'objet d'études approfondies ; la très vaste littérature consacrée
aux domaines de l'optimisation combinatoire et de la recherche opérationnelle abonde de
références à leurs sujets (le lecteur intéressé est renvoyé à l'article de Krarup et De Werra
[106] ainsi qu'au récent recueil de Blazewicz et al. [12]).

Lorsque toutes les tâches ont le même temps d'exécution, le problème en question peut
être élégamment formulé en les termes de la théorie des graphes. En e�et, un moyen des plus
naturels pour représenter l'exclusion mutuelle entre les tâches est un graphe non orienté,
où chaque sommet correspond à une tâche et deux sommets sont reliés par une arête si les
tâches correspondantes sont en con�it. Un ordonnancement optimal des n tâches sur les k
processeurs correspond alors exactement à une coloration des sommets du graphe à l'aide
du plus petit nombre de couleurs possible tel que chaque couleur n'apparaisse pas plus de k

1
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fois (voir la �gure 1.1). Nous rappelons que colorier un graphe non orienté consiste en le
marquage de chacun de ses sommets par une couleur de façon à ce que deux sommets reliés
par une arête aient des couleurs di�érentes ; lorsque le nombre de couleurs utilisées est le
plus petit possible, nous obtenons alors une coloration minimum du graphe.

8P2

P3

P1

2 3

4

567

1

6 7 8

1 2

3 45

Figure 1.1 � ordonnancement vs coloration.

De ce fait, Baker et Co�man [6] ont baptisé problème d'ordonnancement avec exclu-
sion mutuelle (de l'anglais mutual exclusion scheduling problem) le problème d'optimisation
combinatoire suivant :

Ordonnancement avec Exclusion Mutuelle

Entrée : un graphe G = (V,E), un entier positif k ;
Sortie : une coloration minimum de G où chaque couleur apparaît au plus k fois.

Par commodité, nous utiliserons l'abréviation Ordo pour nommer ce problème. Lorsque
k est un paramètre �xé (i.e. une constante du problème), nous parlerons du problème k-

Ordo.

R

Figure 1.2 � Un graphe d'intervalles et sa représentation.

Colorier un graphe avec le minimum de couleurs est un problème NP-di�cile des plus
célèbres [104]. Par conséquent, le problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle est lui
aussi NP-di�cile et la recherche d'un algorithme polynomial résolvant le problème dans le
cas le plus général semble compromise. Toutefois, si l'on se restreint à des graphes pour les-
quels une coloration minimum peut être obtenue en temps et espace polynomial (comme par
exemple les graphes parfaits), alors le problème Ordo n'est plus nécessairementNP-di�cile.
Parmi ces graphes, les graphes d'intervalles se distinguent par leur champ d'application aussi
large que varié : génétique, ordonnancement, psychologie, archéologie, etc (pour une revue
complète de ces applications, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de Roberts [132, 133],
Golumbic [75] et Fishburn [54]). Un graphe d'intervalles est le graphe des intersections d'un
ensemble d'intervalles de l'axe des réels, c'est-à-dire un graphe dont chaque sommet peut
être mis en correspondance avec un intervalle de façon à ce que deux sommets reliés par une
arête soient représentés par des intervalles qui se chevauchent (voir la �gure 1.2).
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Voici une application se rapportant aux graphes d'intervalles que nous avons rencontrée
lors de notre séjour au sein de la �rme Prologia du Groupe Air Liquide, spécialisée dans
la résolution de problèmes de plani�cation de personnel. Soit {Ti}i=1,...,n un ensemble de
tâches journalières à a�ecter à des employés, chacune possédant une date de début di et
une date de �n fi. Un employé ne peut e�ectuer correctement un ensemble de tâches que
si celles-ci ne se chevauchent pas dans le temps. Pour diverses raisons (code du travail,
sécurité, maintenance des machines), un employé ne doit pas non plus e�ectuer plus de k

tâches dans une journée de travail (avec généralement k ≤ 5). La question qui se pose alors
est : combien d'employés doit-on mobiliser pour qu'à la �n de la journée toutes les tâches
aient été réalisées ? Bien entendu, un planning décrivant quelles sont les tâches à allouer à
chaque employé est demandé en sus. La �gure 1.3 montre un planning produit par le logiciel
Bamboo [7] et son moteur de plani�cation automatique, auquel nous avons contribué.

Figure 1.3 � Un planning de personnel en aérogare.

Chaque tâche Ti n'étant ici qu'un intervalle [di, fi] de l'axe du temps, le problème re-
vient à colorier le graphe d'intervalles sous-jacent tel que chaque couleur n'apparaisse pas
plus de k fois, soit le problème Ordo pour les graphes d'intervalles. Lorsque le planning est
cyclique (les mêmes tâches se répètent chaque jour et certaines d'entre elles sont à cheval
sur deux jours consécutifs), le problème se ramène alors au problème Ordo pour les graphes
d'arcs circulaires. Lorsqu'il manque des employés pour e�ectuer la totalité des tâches pré-
vues (absences, sous-e�ectifs, mauvaises prévisions), il peut être intéressant d'autoriser le
chevauchement entre certaines tâches lors de l'a�ectation. Dans ce cas, le problème se ré-
duit au problème Ordo pour les graphes de tolérances. Les dé�nitions et propriétés de ces
di�érentes classes de graphes seront détaillées une prochaine section.
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Malheureusement, un résultat de Bodlaender et Jansen [14] nous indique que même en se
restreignant à ces classes de graphes, le problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle
reste un problème di�cile.

Théorème 1.1 (Bodlaender et Jansen, 1995) Le problème Ordo est NP-di�cile pour
les graphes d'intervalles, les graphes d'arcs circulaires et les graphes de tolérances, même
lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre.

Malgré ce résultat négatif, nous ne pouvons pas nous résoudre à abandonner le problème.
Nous citerons à ce propos Fred S. Roberts [132, p. 158] :

� Let us remark that in a real-world situation, it is not su�cient to say a problem is unsolvable

or hard. Imagine the $500,000 consultant walking into the mayor's o�ce and reporting that after

carefully study, he has concluded that the problem of routing garbage trucks is hard ! Garbage trucks

must be routed. So what can you do in such a situation ? The answer is, you develop partial solutions,

you develop solutions which are applicable only to certain special situations, you modify the problem,

or, in some cases, you even �lie�. You lie by using results which are not necessarily true, but which

seem to work. � 1

Cette thèse a donc pour objet l'étude détaillée de la complexité du problème d'ordonnan-
cement avec exclusion mutuelle pour les graphes d'intervalles, de même que pour certaines
de leurs extensions comme les graphes d'arcs circulaires et les graphes de tolérances. Nous
exhibons notamment plusieurs cas polynomiaux qui s'avèrent signi�catifs en pratique et
pour lesquels nous nous sommes attaché à concevoir des algorithmes à la fois simples et
e�caces, c'est-à-dire pouvant être implantés sans grande di�culté par le praticien et dont la
complexité en temps et espace est la plus faible possible. Une cartographie de la complexité
du problème pour l'ensemble des classes de graphes étudiées sera présentée en conclusion.
Mais avant d'entrer dans le détail du plan et des principaux résultats de la thèse, nous
proposons au lecteur de se familiariser avec ces classes de graphes ainsi que les di�érents
résultats parus sur le sujet, a�n que celui-ci situe mieux la problématique et ses enjeux.

1.2 Dé�nitions et notations basiques

Nous rappelons dans cette section quelques notions et dé�nitions de base de la théorie
des graphes et de la théorie de la complexité. La terminologie que nous employons est
essentiellement empruntée à Berge [9] et Cormen et al. [28], et peut être retrouvée dans sa
version anglaise chez Golumbic [75].

1. � Remarquons qu'en situation réelle, il ne su�t pas de dire que le problème est insoluble ou di�cile.
Imaginez le consultant à 500 000 $ entrant dans le bureau du maire et rapportant qu'après une étude mi-
nutieuse, il a conclu que le problème de l'acheminement des bennes à ordures est di�cile ! Les bennes à
ordures doivent être acheminées. Alors que pouvez-vous faire dans une telle situation ? La réponse est, vous
développez des solutions partielles, vous développez des solutions qui sont applicables seulement à certaines
situations particulières, vous modi�ez le problème, ou même, dans certains cas, vous �mentez�. Vous mentez
en utilisant des résultats qui ne sont pas nécessairement vrais, mais qui semblent fonctionner. �
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Sur les graphes

Nous ne considérons que des graphes simples et �nis. Soit G = (V,E) un graphe. Sauf
mention contraire, G sera non orienté et n et m dénoteront respectivement son nombre de
sommets et son nombre d'arêtes. Une arête reliant le sommet x ∈ V au sommet y ∈ Y peut
être indi�éremment notée xy ∈ E ou (x, y) ∈ E. Un graphe G = (V,E) est isomorphe à un
graphe G′ = (V ′, E′) s'il existe une bijection f : V → V ′ tel que (x, y) ∈ E si et seulement
si (f(x), f(y)) ∈ E′. Le complément de G est le graphe G = (V,E) où E = {(x, y) |x ∈
V, y ∈ V et xy /∈ E}. Le sous-graphe induit de G par V ′ ⊆ V est le graphe G′ = (V ′, E′)

où E′ = {(x, y) |x ∈ V ′, y ∈ V ′ et xy ∈ E}. On dit qu'un sommet x ∈ V est voisin d'un
sommet y ∈ V , ou encore adjacent à un sommet y ∈ Y , si x et y sont reliés par une arête. Le
voisinage de x est l'ensemble de tous les voisins de x ; le degré d(x) du sommet x dénote le
cardinal du voisinage de x. Le degré maximum du graphe G, c'est-à-dire max{d(x) |x ∈ V },
est noté ∆(G). Un sommet isolé est un sommet dont le voisinage est l'ensemble vide.

Une chaîne ou un chemin de longueur ℓ est une séquence de sommets v0, v1, . . . , vℓ où
vi−1vi ∈ E pour tout i = 1, . . . , ℓ. On appelle v0 et vℓ les extrémités de la chaîne. Un graphe
est connexe s'il existe une chaîne reliant tout couple de sommets ; un sous-graphe connexe
maximal (par inclusion) est appelé composante connexe. Un cycle de longueur ℓ est une
séquence de sommets v0, v1, . . . , vℓ−1, v0 où vi−1vi ∈ E pour tout i = 1, . . . , ℓ et vℓ−1v0 ∈ E.
Une corde dans un cycle (resp. une chaîne) est une arête vivj ∈ E tel que j ̸= i − 1 et
j ̸= i + 1. Un cycle (resp. une chaîne) sans corde est appelé cycle induit (resp. chaîne
induite). Le cycle (resp. la chaîne) sans corde de longueur ℓ est noté Cℓ (resp. Pℓ). On dit
qu'un cycle est pair (resp. impair) lorsqu'il est de longueur paire (resp. impaire), idem pour
une chaîne. Un cycle induit est aussi appelé trou.

Figure 1.4 � Le cycle sans corde C5, la chaîne sans corde P5 et la clique K4.

Un ensemble complet ou clique est un sous-ensemble de sommets deux-à-deux adjacents.
Une clique C est maximale (par inclusion) si aucune autre clique du graphe ne contient
C comme sous-ensemble. La clique C est maximum si aucune autre clique du graphe n'est
de taille strictement supérieure à celle de C ; ω(G) dénote la taille d'une clique maximum
du graphe G. Par opposition, un ensemble indépendant ou stable est un sous-ensemble de
sommets deux-à-deux non adjacents et la stabilité α(G) d'un graphe G dénote la taille
d'un stable maximum dans G. Une q-coloration du graphe G correspond à une partition
de G en q stables. χ(G) (resp. κ(G)) dénote le cardinal d'une coloration minimum (resp.
d'une partition minimum en cliques) de G. Il est facile de véri�er que ω(G) ≤ χ(G) et
α(G) ≤ κ(G), de même que ω(G) = α(G) et χ(G) = κ(G). Le nombre χ(G) est appelé
nombre chromatique de G. Par analogie, le cardinal d'une coloration minimum de G tel que
chaque couleur apparaisse au plus k fois sera noté χ(G, k) ; une borne inférieure du nombre
χ(G, k) est donnée parmax{χ(G), ⌈n/k⌉}. Un couplage dans un graphe est un sous-ensemble
d'arêtes tel que deux arêtes ne soient pas incidentes au même sommet. Un couplage maximum
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(resp. couplage parfait) est un couplage dont le cardinal est le plus grand possible (resp. est
égal à n/2). Clairement, un couplage maximum correspond à une partition minimum en
cliques de taille au plus deux ou encore à une partition en stables de taille au plus deux
dans le complément. En�n, une coloration des arêtes d'un graphe consiste en le marquage
de chacune de ses arêtes par une couleur tel que deux arêtes incidentes à un même sommet
aient des couleurs di�érentes.

Le graphe complet Kn est isomorphe à une clique sur n sommets ; le grapheK3, isomorphe
à C3, est communément appelé triangle. On note tKn le graphe composé de t copies disjointes
de Kn. Un graphe r-parti est un graphe qui admet une partition en r stables (c'est-à-
dire une r-coloration). Un graphe biparti admet une partition en deux stables ; on le note
généralementB = (X,Y,E) avecX et Y les deux ensembles indépendants de la partition. Un
graphe biparti complet est un graphe biparti B = (X,Y,E) où E = {(x, y) |x ∈ X et y ∈ Y } ;
lorsqueX et Y contiennent respectivement n etm sommets, celui-ci est notéKn,m. Le graphe
K1,t est appelé étoile, ou encore gri�e lorsque t = 3 (de l'anglais claw). Un graphe sans
K1,3 est un graphe qui ne possède pas le graphe K1,3 comme sous-graphe induit.

Figure 1.5 � Le biparti complet K3,3, un arbre, la gri�e K1,3 et un graphe planaire.

Un arbre est un graphe acyclique (i.e. sans cycle) et connexe ; une forêt est une union
d'arbres deux-à-deux disjoints. Toute forêt à n sommets contient au plus n − 1 arêtes et
peut être coloriée à l'aide de deux couleurs seulement. Un graphe est planaire s'il peut être
dessiné dans le plan (ou sur la surface d'une sphère) de façon à ce que ses arêtes ne se croisent
pas. Tout graphe planaire peut être colorié à l'aide de cinq couleurs (cf. [46, p. 96�97]) et
même de quatre seulement, d'après le célèbre Théorème des Quatre Couleurs (cf. [46, p. 120�
122] pour une note historique détaillée). Le dual d'un graphe G, noté L(G), est le graphe
d'incidence des arêtes de G : les arêtes de G sont les sommets de L(G) et deux sommets
de L(G) sont adjacents si leurs arêtes correspondantes dans G sont incidentes à un même
sommet. Les graphes duaux sont plus connus sous leur appellation anglaise de line-graphs.
Toute coloration des arêtes d'un graphe G correspond à une coloration des sommets de son
dual L(G). Alors que toute coloration des arêtes demande un minimum de ∆(G) couleurs,
un théorème de Vizing (cf. [46, p. 103�105]) établit que ∆(G) + 1 couleurs su�sent. Par
conséquent, nous avons ∆(G) ≤ χ(L(G)) ≤ ∆(G) + 1 quel que soit le graphe G.

Sur les algorithmes et la complexité

Le modèle de machine que nous utilisons pour analyser la complexité de nos algorithmes
est le modèle RAM de Cook et Reckhow (cf. [28, p. 6] et [75, p. 30]). Sauf mention contraire,
un graphe G = (V,E) en entrée d'un algorithme est représenté à l'aide de listes d'adjacence,
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soit pour chaque sommet v ∈ V la liste des voisins de v ; une telle représentation requiert
un espace de stockage de taille O(n + m). Nous dirons qu'un problème de décision ou
d'optimisation prenant un graphe en entrée peut être résolu en temps et espace linéaire s'il
existe un algorithme permettant de résoudre ce problème en temps et espace O(n+m) sur
le modèle RAM ; un algorithme en temps et espace linéaire est généralement le mieux que
l'on puisse espérer pour traiter un tel problème.

Le problème de la détermination de la clique maximum dans un graphe est appelé pro-
blème de la clique maximum ; de la même façon sont dé�nis les problèmes de la coloration
minimum, du stable maximum, de la partition minimum en cliques et du couplage maxi-
mum. Les quatre premiers problèmes sont connus pour être NP-di�ciles dans le cas général
[104], tandis que le problème du couplage maximum peut être, lui, résolu en temps et espace
polynomial [48]. Pour plus de détails sur la complexité de ces problèmes, consulter respec-
tivement [28, p. 901�947] et [149, p. 113�123]. Le lecteur intéressé trouvera dans le livre de
Garey et Johnson [60] une longue liste de problèmes NP-complets et NP-di�ciles.

En�n, une solution optimale Sopt d'un problème de minimisation (resp. de maximisation)
peut être β-approchée en temps et espace polynomial s'il existe un algorithme polynomial
en temps et espace retournant une solution Salg à ce même problème tel que Salg ≤ βSopt
(resp. Salg ≥ Sopt/β) ; l'algorithme en question est dit d'approximation et β est son ratio.
De la même manière, une solution optimale Sopt d'un problème de minimisation peut être
approchée à β près s'il existe un algorithme retournant une solution Salg tel que Salg ≤
Sopt + β. Pour plus de détails sur la notion d'approximation en optimisation combinatoire,
le lecteur pourra consulter l'introduction de Cormen et al. [28, p. 948�968] sur le sujet ainsi
que la revue de résultats proposée par Hochbaum [88].

1.3 Graphes d'intervalles et classes apparentées

Dans cette section, nous dé�nissons précisément les classes de graphes qui interviennent
dans ce mémoire. Certaines d'entre elles n'apparaîtront que brièvement, d'autres seront
omniprésentes comme par exemple les graphes d'intervalles, les graphes d'arcs ou encore les
graphes de tolérances. Nous donnerons en �n de section une hiérarchie de l'ensemble de ces
classes (voir la �gure 1.17).

Les graphes parfaits

Un graphe G est parfait si et seulement si pour tout sous-graphe induit G′ ⊆ G, les
égalités ω(G′) = χ(G′) et α(G′) = κ(G′) sont satisfaites. Lovász (cf. [75, p. 53�58]) a
montré qu'en fait, une des deux égalités su�sait, c'est-à-dire qu'un graphe est parfait si et
seulement si son complément l'est aussi. Cette propriété est connue sous le nom de Théorème
des Graphes Parfaits.

Pendant plus de quarante ans, la Conjecture Forte des Graphes Parfaits lancée par
Claude Berge � un graphe est parfait si et seulement si lui-même et son complément ne
contiennent aucun trou impair de longueur supérieure ou égale à cinq � aura passionné
nombre de mathématiciens (pour de plus amples détails sur la conjecture, consulter [75,
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p. 71�75]). Cette conjecture a �nalement été prouvée en 2002 par Chudnovsky et al. [24, 25]
(voir aussi [34]). Dans la foulée, Cornuéjols et al. [35] présentaient un algorithme polynomial
pour reconnaître les graphes parfaits.

Du point de vue de la complexité, un premier résultat fondamental de Grötschel et al.
[79] établissait déjà que les problèmes de la clique maximum, de la coloration minimum, du
stable maximum et de la partition minimum en cliques peuvent être résolus en temps et
espace polynomial pour les graphes parfaits. Malheureusement, la méthode de l'ellipsoïde
(cf. [119, p. 131�148] ou [136, p. 163�189]) utilisée par les trois auteurs s'avère ine�cace en
pratique ; la recherche d'algorithmes combinatoires simples et réellement e�caces pour ces
problèmes restent donc d'actualité.

Le livre de Golumbic [75] constitue une excellente introduction au �petit monde des
graphes parfaits� et contient de nombreuses références sur le sujet (voir aussi [22, 128].
La plupart des graphes que nous allons maintenant présenter sont parfaits. Nous allons
d'ailleurs commencer par les deux premières classes de graphes à avoir été reconnus comme
parfaits : les graphes triangulés (cf. [75, p. 94�95]) et les graphes de comparabilité (cf. [75,
p. 132�133]).

Les graphes triangulés

Un graphe est un graphe triangulé s'il ne contient aucun cycle induit de longueur su-
périeure ou égale à quatre (les graphes triangulés apparaissent sous le nom de chordal
graphs dans la littérature anglophone). Les graphes triangulés correspondent exactement
aux graphes d'intersection des sous-arbres dans un arbre, ce qui leur confère certaines ap-
plications dans le domaine de la classi�cation. Ils sont reconnaissables en temps et espace
linéaire (cf. [75, p. 84�91]) et les problèmes de la clique maximum, de la coloration minimum,
du stable maximum et de la partition minimum en cliques peuvent être résolus en temps et
espace linéaire lorsque l'on se restreint à ceux-ci [70] (voir aussi [75, p. 98�100]). Pour plus
de détails sur ces graphes, leurs propriétés et leurs applications, nous renvoyons le lecteur à
[75, p. 81�104].

C
S

Figure 1.6 � Un graphe scindé.

Une sous-classe intéressante des graphes triangulés est la classe des graphes scindés.
Un graphe scindé est un graphe dont les sommets admettent une partition en deux sous-
ensembles S et C où S un est stable et C une clique ; par analogie aux graphes bipartis, nous
noterons G = (S,C,E) le graphe en question (voir la �gure 1.6). Clairement, le complément
d'un graphe scindé est aussi un graphe scindé ; en fait, il s'avère qu'un graphe G est scindé si
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et seulement si G et G sont triangulés (cf. [75, p. 151�152]). Les graphes scindés peuvent être
reconnus en temps et espace linéaire (cf. [75, p. 154]). Pour plus de détails sur ces graphes
et leurs propriétés, le lecteur est invité à consulter [75, p. 149�156].

Voici deux extensions des graphes triangulés dont nous discuterons brièvement dans le
mémoire : les graphes de Meyniel et les graphes faiblement triangulés. Un graphe est dit de
Meyniel s'il possède la propriété suivante : tout cycle impair de longueur supérieure ou égale
à cinq possède au moins deux cordes. Ces graphes sont parfaits (cf. [75, p. 95�98]) et peuvent
être reconnus en temps O(n4) [134]. Lévêque et Ma�ray [109] ont récemment présenté un
algorithme en temps et espace linéaire pour résoudre les problèmes de la clique maximum
et de la coloration minimum sur les graphes de Meyniel. Un graphe est faiblement triangulé
si lui-même ou son complément ne possèdent pas de cycle induit de longueur supérieure ou
égale à cinq (le complément d'un graphe faiblement triangulé est donc faiblement triangulé).
Ces graphes sont parfaits [84] et peuvent être reconnus en temps O(n4) [144]. Hayward et
al. [85] ont donné des algorithmes en temps O(n4) pour résoudre les problèmes de la clique
maximum et de la coloration minimum.

Les graphes de comparabilité

Un graphe est dit de comparabilité si ses arêtes peuvent être transitivement orientées.
Une orientation transitive des arêtes satisfait la condition suivante : s'il existe un arc allant
du sommet x vers le sommet y et un arc allant du sommet y vers le sommet z, alors il existe
aussi un arc allant de x vers z. Autrement dit, un graphe de comparabilité est le graphe
d'un ordre partiel.

Déterminer une orientation des arêtes de façon à ce que celle-ci soit transitive si et
seulement si le graphe est de comparabilité peut être fait en temps et espace linéaire [121].
D'un autre côté, tester si une orientation est transitive ou non se réduit au problème de la
multiplication de matrices, pour lequel le meilleur algorithme connu à ce jour prend un temps
O(n2.376) (cf. [28, p. 763]). Les problèmes de la clique maximum et de la coloration minimum
peuvent être résolus en temps et espace linéaire, étant donnée en entrée une orientation
transitive du graphe de comparabilité (cf. [75, p. 132�133] et [121]). Les problèmes du stable
maximum et de la partition minimum en cliques se réduisent au couplage maximum dans
un graphe biparti [89, 2, 51]. Pour plus de détails sur ces graphes et leurs propriétés, nous
renvoyons le lecteur à [75, p. 105�148].

12

4

3

1

5
π[3] π[2] π[5] π[4] π[1]

2 4 53

Figure 1.7 � Un graphe de permutation et son diagramme.

Une sous-classe des graphes de comparabilité connue pour ses nombreuses applications
est la classe des graphes de permutation. Soit V = {1, 2, . . . , n} et π = [π[1], π[2], . . . , π[n]]
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une permutation de V . Le graphe G(π) = (V,E) est dé�ni tel que ij ∈ E si et seulement
si (i− j)(π−1[i]− π−1[j]) < 0 où π−1[i] dénote la position du nombre i dans π. Un graphe
G est dit de permutation s'il existe une permutation π tel que G soit isomorphe à G(π). La
�gure 1.7 représente le diagramme de permutation correspondant à un certain graphe de
permutation : les sommets i et j sont reliés par une arête dans le graphe si la ligne qui relie
i à π[i] dans le diagramme coupe la ligne qui relie j à π[j] (cf. [75, p. 164�168]).

Pour obtenir le complément G(π) d'un graphe de permutation, il su�t de renverser la
séquence π. Ainsi, le complément G(π) est aussi un graphe de permutation. En fait, un
graphe est de permutation si et seulement si lui-même et son complément sont de compa-
rabilité (cf. [75, p. 158�159]). Les graphes de permutation sont reconnaissables en temps
O(n2) [142] ; lorsque le test s'avère positif, l'algorithme de reconnaissance fournit en plus
la permutation π en sortie. Les problèmes de la clique maximum et de la coloration mini-
mum (dont une application est le tri de permutations à l'aide du minimum de �les) sont
solubles en temps O(n logn), étant donnée en entrée une permutation π représentant le
graphe (cf. [75, p. 164�168]). Pour plus de détails sur ces graphes et leurs applications, nous
invitons le lecteur à consulter [75, p. 157�170].

Mentionnons en�n la classe des graphes des ordres partiels séries-parallèles. Communé-
ment appelés cographes, ceux-ci correspondent exactement aux graphes sans P4 [140]. Le
complément d'un cographe étant aussi un cographe, ceux-ci forment une sous-classe des
graphes de permutation. Ils peuvent être reconnus et coloriés en temps et espace linéaire
[33, 140].

Les graphes d'intervalles

Un graphe G = (V,E) est un graphe d'intervalles si à chaque sommet v ∈ V peut
être associé un intervalle ouvert Iv de l'axe des réels tel que pour toute paire u, v ∈ V de
sommets, uv ∈ E si et seulement si Iu ∩ Iv ̸= ∅ (voir la �gure 1.2). La famille I = {Iv}v∈V
est une représentation par intervalles du graphe G. Les extrémités gauches et droites d'un
intervalle Iv sont respectivement notées g(Iv) et d(Iv), et l'ordre linéaire induit par les
extrémités gauches (resp. droites) croissantes sur l'ensemble I est noté <g (resp. <d). Voici
une caractérisation de la classe des graphes d'intervalles, due à Gilmore et Ho�man [72]
(voir aussi [75, p. 172�173]).

Théorème 1.2 (Gilmore et Ho�man, 1964) Pour tout graphe G = (V,E), les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un graphe d'intervalles ;

(2) G est un graphe triangulé et G un graphe de comparabilité ;

(3) les cliques maximales de G peuvent être ordonnées linéairement tel que pour tout som-
met v ∈ V , les cliques maximales contenant v apparaissent consécutivement dans cette
ordre.

Le complément d'un graphe d'intervalles est donc transitivement orientable. En fait,
une orientation du complément s'obtient simplement en traçant un arc allant de u ∈ V
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vers v ∈ V si d(Iu) ≤ g(Iv). L'ordre partiel ainsi dé�ni est appelé ordre d'intervalles (nous
écrirons Iu ≺ Iv lorsque d(Iu) ≤ g(Iv)).

Une matrice dont les coe�cients sont dans {0, 1} a la propriété des 1s consécutifs pour
les colonnes (resp. lignes) si ses lignes (resp. colonnes) peuvent être permutées de façon à
ce que les 1s de chaque colonne (resp. ligne) apparaissent consécutivement. L'assertion (3)
du théorème peut alors être réécrite en les termes suivants : la matrice d'incidence cliques
maximales-vs-sommets de G a la propriété des 1s consécutifs pour les colonnes [56] (voir
aussi [75, p. 174]). De plus, le nombre de lignes de cette matrice (c'est-à-dire le nombre de
cliques maximales) est inférieur à n, avec égalité si et seulement si le graphe ne comporte
aucune arête.

Booth et Lueker [18] (voir aussi [75, p. 175�181]) ont été les premiers à donner un algo-
rithme en temps et espace linéaire pour reconnaître les graphes d'intervalles ; leur algorithme,
basé sur une structure de données complexe appelée PQ-arbre, permet en fait d'identi�er
la propriété des 1s consécutifs. Depuis, d'autres algorithmes plus simples, fondés sur des
approches du type recherche en largeur comme Lex-BFS (cf. [75, p. 84�87]), ont vu le jour
[32, 82].

R
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Figure 1.8 � Un graphe d'intervalles et sa matrice cliques maximales-vs-sommets.

La proposition suivante établit d'une part l'équivalence entre représentation par inter-
valles ouverts et représentation par intervalles fermés, et d'autre part, nous indique comment
construire e�cacement celles-ci.

Proposition 1.1 (Représentation) Tout graphe d'intervalles G = (V,E) admet une re-
présentation par intervalles ouverts (resp. fermés) dont les extrémités sont des entiers com-
pris entre 1 et n (resp. 2n). De plus, une telle représentation s'obtient en temps et espace
linéaire à partir du graphe.

Preuve. Notons A = (aij) la matrice d'incidence cliques maximales-vs-sommets de G.
En accord avec la discussion précédente, nous pouvons considérer que les 1s de chaque
colonne de A apparaissent consécutivement. Cette matrice peut être construite en temps et
espace linéaire à partir du graphe d'intervalles [82]. Pour chaque sommet v ∈ V , dé�nissons
l'intervalle ouvert Iv tel que g(Iv) = min{i | aiv = 1} et d(Iv) = max{i | aiv = 1}. Cette
représentation du graphe G est correcte car deux intervalles se chevauchent si et seulement
si les sommets qui leur correspondent sont adjacents. De plus, la matrice A ayant au plus n
lignes, les extrémités de Iv sont nécessairement dans {1, . . . , n}.

Voyons maintenant comment obtenir à partir de cette représentation, une représentation
du graphe G par intervalles fermés. Tout d'abord, trions dans l'ordre croissant l'ensemble



12 Chapitre 1. Introduction

des extrémités des intervalles, gauches et droites mélangées (en cas d'égalité, les extrémités
droites sont placées avant les extrémités gauches). Ensuite, pour i = 1, . . . , 2n, assignons
à la ième extrémité la valeur i. Les n intervalles sont alors redé�nis comme fermés et leurs
nouvelles extrémités sont dans {1, . . . , 2n}. Les ordres<g et<d n'ayant pas changé, le graphe
d'intervalles sous-jacent reste le même. Les 2n entiers étant tous entre 1 et n, le tri peut se
faire par paquets en temps et espace O(n), ce qui complète la preuve. ⊓⊔

Remarque. Étant donné un graphe d'intervalles, une représentation par intervalles ouverts
(ou par intervalles fermés) ordonnée selon <g ou <d peut donc être calculée en temps et
espace linéaire.

Les graphes d'intervalles étant triangulés, les problèmes de la clique maximum, de la
coloration minimum, du stable maximum et de la partition minimum en cliques peuvent
être résolus en temps et espace linéaire. Toutefois, Gupta et al. [80, 81] proposent des
algorithmes en temps O(n log n) pour résoudre ces problèmes, étant donnée en entrée une
représentation par intervalles.

Pour plus de détails sur les graphes d'intervalles et leurs applications, nous renvoyons le
lecteur à [132, p. 113�140], [133], [75, p. 171�202] et [54]. Nous allons maintenant présenter
deux sous-classes des graphes d'intervalles qui illustrent parfaitement la variété de leur
champ d'application : les graphes d'intervalles propres et les graphes à seuil.

Les graphes d'intervalles propres

Les graphes d'intervalles propres (et les graphes d'intervalles unitaires) ont été intro-
duits par Roberts [130, 131] pour modéliser l'indi�érence en théorie du choix social et en
psychologie.

Un graphe est un graphe d'intervalles propres s'il admet une représentation par inter-
valles dans laquelle aucun intervalle n'en contient proprement un autre (voir la �gure 1.9) ;
une telle représentation est appelée représentation par intervalles propres. De la même ma-
nière, un graphe est un graphe d'intervalles unitaires s'il admet une représentation dans
laquelle tous les intervalles sont de même taille ; une telle représentation est appelée repré-
sentation par intervalles unitaires.

R

Figure 1.9 � Un graphe d'intervalles propres et sa représentation.

En 1969, Roberts [131] (voir aussi [75, p. 187�188]) démontrait que la classe des graphes
d'intervalles propres et la classe des graphes d'intervalles unitaires coïncident. Il établissait
notamment que les graphes d'intervalles sans K1,3 sont des graphes d'intervalles unitaires
en utilisant la caractérisation de Scott et Suppes des semi-ordres [138] ; les semi-ordres (de
l'anglais semiorders) sont des ordres partiels utilisés en théorie du choix social pour modéliser



1.3 Graphes d'intervalles et classes apparentées 13

la préférence [115] (voir aussi [132, p. 534�540] et [75, p. 185�186]). Les implications triviales
�unitaires ⇒ propres ⇒ sans K1,3� pour les graphes d'intervalles lui permettaient alors
d'obtenir le résultat. Récemment, Bogart et West [17] ont proposé une preuve constructive
du résultat, dans laquelle les intervalles propres sont graduellement convertis en intervalles
unitaires par des séquences de dilatations, contractions et translations.

Nous présentons ici une nouvelle preuve de ce résultat 2, complètement combinatoire et
sans manipulation de coordonnées. La représentation par intervalles unitaires est construite
directement à partir de la matrice d'incidence cliques maximales-vs-sommets, qui elle-même
s'obtient sans di�culté à partir d'une représentation par intervalles propres. La validité de
la construction repose sur le fait que cette matrice a la propriété des 1s consécutifs à la
fois pour les lignes et pour les colonnes. La preuve fournit en sus un algorithme en temps
et espace linéaire pour calculer une représentation par intervalles unitaires, étant donné en
entrée un graphe d'intervalles propres.

Pour d'autres caractérisations concernant les graphes d'intervalles propres ou unitaires,
le lecteur est renvoyé aux travaux de Wegner [157] et Roberts [130] sur le sujet (voir aussi
[75, p. 195]).

Théorème 1.3 (Roberts, 1969) Pour un graphe G = (V,E), les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) G est un graphe d'intervalles propres ;

(2) la matrice d'incidence cliques maximales-vs-sommets de G a la propriété des uns consé-
cutifs à la fois pour les lignes et pour les colonnes ;

(3) G est un graphe d'intervalles unitaires ;

(4) G est un graphe d'intervalles sans K1,3.

Preuve. (1) ⇒ (2). Lorsqu'aucun intervalle n'en contient un autre, l'ordre induit par les
extrémités gauches des intervalles est le même que l'ordre induit par les extrémités droites.
Soit u et v les premier et dernier sommets d'une clique maximale sous cet ordre. L'intervalle
Iu s'étend su�samment vers la droite pour contenir l'extrémité gauche de Iv, ce qui est
aussi vrai pour tout intervalle qui débute entre les extrémités droites de Iu et Iv. Ainsi,
la clique consiste précisément en ces sommets, consécutifs dans l'ordre en question (voir la
�gure 1.10). Puisque les cliques occupent des intervalles de sommets consécutifs dans cet
ordre, et que le caractère maximal des cliques implique qu'aucun de ces intervalles n'en
contient un autre, il su�t de placer celles-ci par ordre croissant de leurs premiers sommets
pour voir que les cliques contenant un sommet donné apparaissent consécutivement.

(2) ⇒ (3). Considérons une matrice d'incidence cliques maximales-vs-sommets satisfai-
sant la propriété des uns consécutifs pour les lignes et les colonnes, de façon à ce que la
ième clique Ci soit composée des sommets consécutifs vai , . . . , vbi dans l'ordre des sommets,
avec ⟨ai⟩ et ⟨bi⟩ deux séquences strictement croissantes (voir la �gure 1.10). Tout d'abord,
représentons les sommets de C1 par b1 intervalles unitaires distincts s'intersectant deux-
à-deux. Pour i > 1, ayant assigné des intervalles unitaires aux sommets de

∪
i<j Ci pour

représenter le sous-graphe qu'ils induisent, nous allons ajouter à cette représentation des

2. Celle-ci peut être retrouvée dans [63] (en anglais).
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Figure 1.10 � Un graphe d'intervalles propres et sa matrice cliques-vs-sommets.

intervalles unitaires distincts correspondant aux sommets de Cj − Cj−1, de façon à obtenir
une représentation par intervalles unitaires du sous-graphe induit par

∪
i≤j Ci. Pour cela,

plaçons g(vbj−1+1), . . . , g(vbj ), dans l'ordre, entre d(vaj−1) et d(vaj ). Comme vaj−1 ∈ Cj−1,
nous avons g(vbj−1

) < d(vaj−1), et par conséquent, les extrémités des intervalles appa-
raissent dans l'ordre désiré. Ensuite, étendons les intervalles jusqu'à la longueur unité en
posant d(vk) = g(vk) + 1 pour bj−1 + 1 ≤ k ≤ bj . Tous ces intervalles se terminent après
d(vbj−1

). Chaque membre de Cj−Cj−1 étant adjacent à tous les sommets vaj , . . . , vbj−1
mais

à aucun des sommets précédents, nous avons une représentation par intervalles unitaires du
sous-graphe induit par

∪
i≤j Ci.

(3) ⇒ (4). Considérons une représentation de G par intervalles unitaires et supposons
que ce même graphe G contienne une copie de K1,3, induite par un intervalle Id recouvrant
trois intervalles Ia ≺ Ib ≺ Ic. L'intervalle Ib étant entièrement recouvert par l'intervalle Id,
ce dernier est nécessairement d'une longueur strictement supérieure à celle de Ib, ce qui est
une contradiction.

(4) ⇒ (1). Considérons une représentation de G par intervalles et supposons qu'un
intervalle Ib soit inclus dans un intervalle Id. Puisque G est sans K1,3, il ne peut exister
deux intervalles Ia et Ic intersectant chacun Id tel que Ia ≺ Ib ≺ Ic. Si l'intervalle Ia (resp.
Ic) chevauche Id tel que Ia ≺ Ib (resp. Ib ≺ Ic), alors nous pouvons étendre l'extrémité
droite (resp. gauche) de Ib jusqu'à d(Id) + ϵ (resp. g(Id) − ϵ), avec ϵ > 0, sans modi�er le
graphe G. Après avoir répété cette opération tant qu'il existe un intervalle en contenant un
autre, nous obtenons une représentation par intervalles propres du graphe G. ⊓⊔

Note. L'assertion (2) du théorème apparaît en d'autres termes dans [54, p. 85] et peut être
encore formulée comme suit : il existe un ordre linéaire v1, . . . , vn sur V tel que pour tout
i < j, vivj ∈ E implique que tous les sommets entre vi et vj dans cet ordre induisent une
clique. Notons que cette dernière assertion est la transposition naturelle pour les graphes
d'intervalles propres d'une caractérisation des graphes d'intervalles qui apparaît dans [127,
97, 124] : l'existence d'un ordre linéaire v1, . . . , vn tel que pour tout i < j, vivj ∈ E implique
que vkvj ∈ E si i < k < j.

Généralement, les algorithmes de reconnaissance pour graphes d'intervalles propres pro-
duisent en temps et espace linéaire un ordre linéaire sur V comme décrit dans la note
ci-dessus (voir par exemple [114, 31, 38, 39, 125, 30]). Or, certaines applications requièrent
la connaissance d'une représentation par intervalles unitaires du graphe.

Connaissant l'ordre linéaire sur les sommets, l'ensemble ordonné des cliques maximales
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peut être simplement calculé en temps et espace linéaire. De là, la construction donnée dans
la preuve de l'implication (2) ⇒ (3) du théorème 1.3 fournit un algorithme en temps et
espace linéaire pour calculer une représentation par intervalles unitaires. Celle-ci est plus
e�cace que la construction proposée par Bogart et West [17], qui calcule un modèle par
intervalles unitaires en temps quadratique (i.e. en temps O(n2)) à partir d'une représenta-
tion par intervalles propres. Toutefois, les représentations produites par notre algorithme,
comme celui de Bogart et West [17], ne sont pas e�caces dans le sens où les extrémités des
intervalles unitaires sont des nombres rationnels dont le dénominateur peut être exponentiel
en n. Corneil et al. [31] ont, en revanche, montré que leur algorithme de reconnaissance basé
sur la recherche en largeur peut être utilisé pour construire une représentation par inter-
valles unitaires dont les extrémités sont des rationnels de dénominateur n et de numérateur
inférieur à n2.

Proposition 1.2 (Représentation) Tout graphe d'intervalles propres G = (V,E) admet
une représentation par intervalles unitaires dont les extrémités sont des rationnels de déno-
minateur n et de numérateur inférieur à n2. De plus, une telle représentation s'obtient en
temps et espace linéaire à partir du graphe.

Note. Une question reste posée : existe-t-il un algorithme direct (sans l'utilisation de la
recherche en largeur) en temps et espace linéaire permettant de calculer un modèle e�cace
par intervalles unitaires à partir d'un graphe d'intervalles propres ?

Les graphes à seuil

Les graphes à seuil ont été introduits par Chvátal et Hammer (cf. [75, p. 219�223]) dans
un contexte lié à la programmation linéaire en nombres entiers et ont été redécouverts par
Henderson et Zalcstein (cf. [75, p. 229�231]) dans le cadre de la synchronisation de processus
parallèles.

Soit V = {v1, v2, . . . , vn} l'ensemble des sommets d'un graphe G. Tout sous-ensemble
X ⊆ V de sommets peut être représenté par son vecteur caractéristique x = (x1, x2, . . . , xn),
où pour tout i, xi = 1 si vi ∈ X et xi = 0 sinon. De cette façon, à chaque sous-ensemble de
sommets correspond un et un seul sommet de hypercube unité dans Rn. Considérons main-
tenant l'ensemble de tous les stables de G. Nous posons alors la question suivante : existe-t-il
un hyperplan qui coupe l'hypercube unité en deux tel que d'un côté, nous ayons tous les
sommets correspondant aux stables de G et de l'autre tous les sommets correspondant aux
sous-ensembles non stables de G ? Autrement dit, peut-on séparer les sous-ensembles stables
de G à l'aide d'une seule inégalité linéaire a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≤ t ? Si la réponse est
oui, alors le graphe en question est appelé graphe à seuil.

Ainsi, un graphe G = (V,E) est un graphe à seuil si à chaque sommet v ∈ V peut être
associé un entier positif av de manière à ce que X ⊆ V soit un stable si et seulement si∑

x∈X ax ≤ t avec t une constante entière (appelé seuil). Les graphes à seuil peuvent être
reconnus en temps et espace linéaire du fait de leur structure très particulière : tout graphe
à seuil est représentable par une clique C = C1 ∪ · · · ∪ Cr et un stable S = S1 ∪ · · · ∪ Sr

(r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel qu'un sommet de Si est adjacent à un
sommet de Ci′ si et seulement si i′ > i pour tout i, i′ ∈ {1, . . . , r} (cf. [75, p. 223�227]).
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C3
S

R

C

S1

S2

S3

C1

C2

Figure 1.11 � Une représentation d'un graphe à seuil par intervalles.

Les graphes à seuil forment une sous-classe des graphes scindés et des graphes de per-
mutation ; par conséquent, tout graphe à seuil est aussi un graphe d'intervalles (voir la
�gure 1.11). Notons encore que tout sous-graphe induit d'un graphe à seuil ou de son com-
plément est un graphe à seuil. Pour plus de détails sur ces graphes, leurs propriétés et leurs
applications, nous renvoyons le lecteur à [75, p. 219�234].

Les graphes de tolérances

Un graphe G = (V,E) est un graphe de tolérances si à chaque sommet v ∈ V peut être
associé un intervalle ouvert Iv de l'axe des réels et un réel t(v) correspondant à sa tolérance,
tel que pour toute paire u, v ∈ V de sommets, uv ∈ E si et seulement si |Iu ∩ Iv| >
min{tu, tv}. L'ensemble des intervalles munis de leur tolérance forme une représentation par
tolérances du graphe G (selon le contexte, le mot tolérance sera employé pour désigner la
tolérance à proprement parler ou bien le couple composé de l'intervalle et de sa tolérance).
Lorsqu'un graphe possède une représentation par tolérances où pour chaque sommet v ∈ V

la valeur de t(v) est inférieure ou égale à la longueur de l'intervalle Iv, le graphe en question
est appelé graphe de tolérances bornées. Les graphes de tolérances forment une sous-classe
des graphes faiblement triangulés et de fait sont parfaits [76].
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Figure 1.12 � Une représentation du graphe P3 par parallélogrammes, et par trapèzes.

Un graphe G = (V,E) est un graphe de parallélogrammes s'il existe deux droites pa-
rallèles Dh et Db tel qu'à chaque sommet v ∈ V on peut faire un correspondre un paral-
lélogramme Pv dont les côtés opposés se confondent avec Dh et Db et pour toute paire de
sommets u, v ∈ V , uv ∈ V si et seulement si Pu et Pv s'intersectent (voir la �gure 1.12). Les
graphes de tolérances bornées correspondent exactement aux graphes de parallélogrammes,
formant ainsi une sous-classe des compléments de graphes de comparabilité et des graphes
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de trapèzes [52]. Notons encore que les graphes de permutation sont des graphes de parallé-
logrammes (et donc des graphes de tolérances bornées).

De la même façon que pour les graphes d'intervalles, nous pouvons dé�nir les graphes
de tolérances propres et les graphes de tolérances unitaires [16] (attention, le mot unitaire
signi�e ici que l'intervalle est de longueur unitaire). Néanmoins, les graphes de tolérances
unitaires (et donc les graphes de tolérances propres) ne sont pas nécessairement sans K1,3

(voir la �gure 1.13).

R

Ic

Id

ℓ

t(a) = 0

t(b) = ℓ

t(c) = ℓ

t(d) = ℓ

Ia

Ib

Figure 1.13 � Une représentation du graphe K1,3 par tolérances unitaires et bornées.

Le complexité du problème de la reconnaissance des graphes de tolérances reste à ce jour
une question ouverte. Golumbic et Siani [77] ont donné un algorithme en temps O(n2) pour
résoudre les problèmes de la clique maximum et de la coloration minimum, étant donnée en
entrée une représentation du graphe par tolérances ; la méthode qu'ils proposent est basée
sur l'algorithme en temps O(n log n) de Felsner et al. [52] pour résoudre les mêmes problèmes
sur les graphes de trapèzes (ou de parallélogrammes).

Les graphes d'arcs circulaires

Le graphe des intersections d'une collection d'arcs sur un cercle est appelé graphe d'arcs
circulaires (ou simplement graphe d'arcs). Tout graphe d'arcs G = (V,E) possède une
représentation par arcs A = {Av}v∈V (tous ouverts ou tous fermés) dans laquelle chaque
arc Av est dé�ni par son extrémité �dans le sens contraire des aiguilles d'une montre�, noté
scm(Av), et son extrémité �dans le sens des aiguilles d'une montre�, noté sm(Av) (voir la
�gure 1.14). Nous dirons qu'une représentation par arcs est ordonnée lorsque les extrémités
scm (ou sm) des arcs apparaissent dans l'ordre circulaire. Lorsque un point p du cercle n'est
pas couvert par au moins un arc de la représentation, le cercle peut être coupé au point p
et redressé de façon à obtenir une droite, les arcs devenant des intervalles. Ainsi, il est aisé
de constater que tout graphe d'intervalles est un graphe d'arcs.

Comme pour les graphes d'intervalles et les graphes de tolérances, nous pouvons distin-
guer les graphes d'arcs propres et les graphes d'arcs unitaires. En revanche, l'égalité �propre
= unitaire� n'est plus valide dans le cadre des graphes d'arcs. La �gure 1.15 montre deux
graphes qui admettent une représentation par arcs propres, mais aucune représentation
par arcs unitaires. Considérons par exemple le graphe de gauche sur cette �gure, dont les
sommets sont numérotés, et admettons que celui-ci puisse être représenté à l'aide d'arcs
unitaires. L'ensemble de sommets {2, 4, 6} induit un cycle de longueur trois ; la longueur u
des arcs unitaires ouverts (resp. fermés) représentant les sommets de cet ensemble doit donc
satisfaire l'inégalité u > 2π/3 (resp. u ≥ 2π/3). D'un autre côté, l'ensemble de sommets
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scm(Av)v Av
sm(Av)

Figure 1.14 � Un graphe d'arcs et sa représentation.

{1, 3, 5} induit lui un stable de taille trois ; la longueur u des arcs unitaires ouverts (resp.
fermés) représentant les sommets de cet ensemble doit donc satisfaire l'inégalité u ≤ 2π/3

(resp. u < 2π/3), ce qui contredit l'a�rmation précédente. Notons que les graphes d'arcs
propres sont, comme les graphes d'intervalles propres, des graphes sans K1,3 (se reporter à
[151] pour une caractérisation des graphes d'arcs propres et des graphes d'arcs unitaires par
sous-graphes induits interdits). Le cycle induit C5 possédant une représentation par arcs
unitaires, les graphes d'arcs unitaires ne sont en général pas des graphes parfaits (voir par
exemple la �gure 1.14).

3

1

4

6 2

5

Figure 1.15 � �propre ̸= unitaire� pour les graphes d'arcs.

Les graphes d'arcs et les graphes d'arcs propres peuvent être reconnus en temps et espace
linéaire [120, 39] ; lorsque le test est positif, une représentation par arcs (ou par arcs propres)
ordonnée du graphe est alors fournie en sortie. Récemment, Durán et al. [47] ont proposé un
algorithme en temps O(n2) pour reconnaître les graphes d'arcs unitaires ; la représentation
par arcs unitaires que retourne leur algorithme n'est toutefois pas e�cace (les extrémités
des arcs sont des entiers de taille exponentielle en n).

Le problème de la clique maximum peut être résolu en temps O(n log n + m) pour les
graphes d'arcs [11]. D'un autre côté, le problème de la coloration minimum est NP-di�cile
[61, 118], même pour les graphes d'arcs qui satisfont la propriété de Helly [71] (en revanche,
le problème de la q-coloration devient polynomial lorsque q est un paramètre �xé [61]). Les
problèmes du stable maximum et de la partition minimum en cliques sont solubles en temps
et espace linéaire [93]. Pour les graphes d'arcs propres, le problème de la clique maximum
peut être résolu en temps et espace linéaire [10, 117] et le problème de la coloration minimum
en temps O(n1.5) [141] (lorsque q est �xé, le problème de la q-coloration est même soluble
en temps et espace linéaire [10]).

Considérons à présent le graphe des intersections d'un ensemble de cordes du cercle (et
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non plus d'arcs) : nous obtenons ce que l'on appelle un graphe de cordes (voir la �gure 1.16).
En général, les graphes de cordes ne sont pas parfaits ; on peut voir par exemple sur la
�gure 1.16 que l'ensemble de sommets {2, 4, 6, 7, 3} induit un cycle sans corde C5. Il est à
noter que la classe des graphes de cordes contient les graphes de permutation ainsi que les
graphes d'arcs propres.

6

2

3

4

1

4
7

6 2

5

3

41

2

5

3

7 6

7

5

1

Figure 1.16 � Un graphe de cordes et sa représentation.

Les graphes de cordes peuvent être reconnus en temps O(n2) [143] ; toutefois, on ne sait
pas construire en temps et espace polynomial une représentation d'un graphe de cordes à
l'aide de cordes sur un cercle. Les problèmes de la clique maximum et du stable maximum
peuvent être résolus en temps O(n2), étant donnée en entrée une représentation du graphe
de cordes [4]. D'un autre côté, le problème de la q-coloration d'un graphe de cordes est NP-
complet [61], même lorsque q est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre [153, 154]
(pour q = 3, le problème peut être résolu en O(n log n) [154]). La complexité du problème
de la partition minimum en cliques reste à ce jour inconnue.

Notons que le problème de la coloration des graphes d'arcs trouvent des applications
dans le routage à travers les réseaux optiques [69, 8] et dans l'allocation des registres en
compilation [152, 155]. Une application du problème de la coloration des graphes de cordes
concerne le tri de permutations à l'aide du minimum de piles (cf. [75, p. 235�236], voir aussi
[105, p. 168]). Pour plus de détails sur ces deux classes de graphes et leurs applications, nous
invitons le lecteur à consulter respectivement [75, p. 188�202] et [75, p. 235�253].

Les graphes sans K1,3

Les graphes sans K1,3 (i.e. qui ne possèdent pas de copie induite du grapheK1,3) peuvent
être reconnus en temps O(n3.5) (cf. [49]) ; notons que la reconnaissance par force brute
requiert un temps O(n4). Tout comme les graphes d'arcs et les graphes de cordes, les graphes
sans K1,3 ne sont en général pas parfaits : le cycle induit C5 est sans K1,3.

Le problème du stable maximum peut être résolu en temps O(n4) pour les graphes sans
K1,3 [123, 135] (voir aussi [49]). Néanmoins, les problèmes de la clique maximum, de la colo-
ration minimum et de la partition minimum en cliques restent NP-di�ciles (cf. [92] et [49]).
Pour les graphes parfaits sans K1,3, Hsu et Nemhauser [92] proposent des algorithmes poly-
nomiaux combinatoires pour ces trois problèmes ; Hsu [91] donne notamment un algorithme
en temps O(n4) pour le problème de la coloration minimum.
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La sous-classe la plus connue des graphes sans K1,3 est la classe des graphes duaux . En
e�et, le problème de la coloration des arêtes d'un graphe, qui a de nombreuses applications
dans la construction d'emplois du temps et en ordonnancement [41, 42, 43, 45, 44, 107],
revient à colorier les sommets de son dual. Le problème de la clique maximum devient
polynomial lorsque l'on se restreint à la classe des graphes duaux (cf. [49]). En dépit du
théorème de Vizing (cf. [46, p. 103�105]) (le nombre de couleurs nécessaires à la coloration des
arêtes d'un graphe G est soit ∆(G), soit ∆(G)+1), le problème de coloration minimum d'un
graphe dual reste NP-di�cile [90]. Notons qu'un résultat similaire tient pour les graphes
planaires : colorier un graphe planaire à l'aide de trois couleurs est un problème NP-complet
[59], alors que celui-ci admet toujours une 4-coloration (cf. [46, p. 120�122]).

g. scindés

g. d'intervalles propres

g. de tolérances bornées

g. de Meyniel

g. parfaits

g. à seuil

g. de trapèzes

g. de cordes

g. de comparabilité

g. bipartis

forêts

g. d'arcs propres

g. de permutation

g. faiblement triangulés

g. triangulés

g. de tolérances co.g. de comparabilité

g. d'intervalles

g. d'arcs

g. sans K1,3

co.g. triangulés

Figure 1.17 � Une hiérarchie des di�érentes classes de graphes présentées : � classe A →
classe B � signi�e � classe A ⊂ classe B � (g. = graphes, co.g. = compléments de graphes).

Remarque. Bien que nous ne l'ayons pas mentionné sur la �gure 1.17, les graphes bipartis
forment une sous-classe des graphes faiblement triangulés et des graphes de Meyniel. En
e�et, un graphe biparti ne contient pas de cycle impair de longueur supérieure ou égale à
cinq et tout cycle induit impair de longueur supérieure ou égale à cinq dans son complément
possède au moins deux cordes.

1.4 État de l'art

Voici pour commencer un résultat basique concernant la complexité du problème d'or-
donnancement avec exclusion mutuelle. Celui-ci découle simplement du fait que pour k = 3,
le problème Ordo est équivalent au problème NP-complet de la partition en triangles [60]
dans le complément (lorsque n est un multiple de trois), alors que pour k = 2, celui-ci est
équivalent au problème du couplage maximum dans ce même complément [48].
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Proposition 1.3 (Folklore) Le problème Ordo est NP-di�cile, même lorsque k est un
paramètre �xé supérieur ou égal à trois. En revanche, il peut être résolu en temps et espace
polynomial lorsque k = 2.

De nombreuses améliorations ont été apportées à l'algorithme de couplage maximum
proposé par Edmonds [48]. L'algorithme le plus rapide à ce jour est du à Golberg et Karzanov
[74] et s'exécute en temps O(

√
nm logn

n2

m ) (voir aussi l'algorithme de Micali et Vazirani [122]
en temps O(

√
nm)). Toutefois, les structures de données employées par les deux auteurs

sont si complexes que leur algorithme n'est que très peu considéré en pratique. Pour le
couplage maximum dans les graphes bipartis, l'algorithme en temps O(

√
nm) de Hopcroft

et Karp [89] demeure une référence, même si depuis d'autres algorithmes légèrement plus
e�caces en temps ont été proposés (voir par exemple [2, 51]). Pour une revue complète
sur l'évolution de la complexité des algorithmes de couplage maximum dans les graphes
généraux ou bipartis, nous invitons le lecteur à consulter [137, p. 267 et p. 422�423].

Lorsque l'on se restreint à certaines classes de graphes, le problème du couplage maxi-
mum peut être plus facile à résoudre. Pour les graphes d'arcs, Liang et Rhee [111] proposent
un algorithme de couplage maximum en temps O(n log n), étant donnée en entrée une re-
présentation par arcs du graphe (les mêmes auteurs a�rment dans [129] que leur algorithme
peut être implanté en temps O(n log logn) en utilisant les structures de [156]) ; la méthode
qu'ils proposent est basée sur un algorithme pour le couplage maximum dans les graphes
d'intervalles introduit par Moitra et Johnson (cf. [111, 3]). Yu et Yang [158] donnent un
algorithme linéaire pour le couplage maximum dans les cographes, et Rhee et Liang [129]
un algorithme en temps O(n log log n) pour le même problème dans les graphes de permuta-
tion, étant donnée en entrée une permutation représentant le graphe. Dahlhaus et Karpinski
[36] proposent un algorithme linéaire pour le couplage maximum dans les graphes fortement
triangulés, une sous-classe des graphes triangulés qui contient les graphes d'intervalles et les
forêts, et montrent que le problème du couplage maximum pour les graphes d'intersection
des chemins dans un arbre (et a fortiori pour les graphes triangulés) est aussi di�cile que
pour les graphes bipartis. En�n, Andrews et al. [3] montrent que le même problème peut
être résolu en temps O(n log n) pour les compléments de graphes d'intervalles, étant donnée
une représentation par intervalles du graphe en entrée.

Ensuite, les résultats de [59, 90, 61] au sujet de la complexité du problème de la coloration
minimum ont comme corollaire immédiat la proposition suivante.

Proposition 1.4 (Folklore) Le problème Ordo est NP-di�cile pour les graphes planaires,
les graphes duaux, les graphes d'arcs et les graphes de cordes.

La complexité du problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle n'a été vérita-
blement étudiée que depuis une dizaine d'années. Les premiers résultats parus sur le sujet
se rapportaient en fait à des problèmes de décomposition de graphes. Ainsi, un corollaire
d'un résultat de Alon [1] est que le problème Ordo peut être résolu en temps et espace
polynomial pour les graphes duaux lorsque k est un paramètre �xé. D'un autre côté, Cohen
et Tarsi [26] ont établi que le problème est NP-di�cile pour les compléments des graphes
duaux, même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois.
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Lonc [113] a étudié le problème Ordo pour les graphes d'ordres partiels, qui est étroi-
tement lié aux problèmes d'ordonnancement avec des contraintes de précédence entre les
tâches. Celui-ci établit que le problème reste NP-di�cile pour les compléments de graphes
de comparabilité même avec k ≥ 3 �xé, mais peut être résolu en temps et espace linéaire
pour les compléments de graphes d'intervalles (il s'appuie pour cela sur un résultat de Pa-
padimitriou et Yannakakis [126]). Il donne aussi un algorithme polynomial pour le problème
restreint aux graphes scindés, et montre que pour les cographes, le problème devient poly-
nomial lorsque k est �xé. En conclusion de son article, Lonc [113] pose la question de la
complexité du problème Ordo pour les graphes de permutation.

Hansen et al. [83] ont consacré un article au sujet, dans lequel ils dérivent des bornes
pour χ(G, k) et présentent quelques cas polynomiaux. En s'appuyant sur un résultat de De
Werra [42], les trois auteurs montrent tout d'abord que le problème Ordo peut être résolu
en temps et espace polynomial pour les graphes sans K1,3, si l'on possède une coloration
minimum du graphe en entrée. Ils évoquent ensuite le caractère polynomial du problème
lorsque l'on se restreint aux graphes parfaits de stabilité au plus trois (c'est-à-dire tel que
α(G) ≤ 3). En�n, ils démontrent que le problème est polynomial pour les graphes bipartis
lorsque k est �xé et posent la question de la complexité du problème pour les arbres.

Motivés par un problème d'allocation d'opérations à des processeurs, Bodlaender et
Jansen [14] ont livré une série de résultats sur le sujet. Pour les cographes et les graphes
bipartis, ils montrent que le problème est NP-di�cile, mais devient polynomial lorsque k

est �xé (pour les graphes bipartis, ils démontrent même que déterminer une partition en
trois stables de taille au plus k est un problème NP-complet). Pour les graphes scindés,
ils établissent le caractère polynomial du problème, réduisant celui-ci à un problème de �ot
maximum. En�n, ils montrent que le problème estNP-di�cile pour les graphes d'intervalles,
même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre. En conclusion de leur
article, Bodlaender et Jansen [14] posent la question de la complexité du problème Ordo
pour les graphes d'intervalles lorsque k = 3.

Dans le même temps, Baker et Co�man [6] apportaient une réponse positive à la question
de Hansen et al. [83] en démontrant que le problème Ordo peut être résolu en temps
O(n + k2 log k) pour les forêts et même O(n) pour les arbres (Jarvis et Zhou [102] ont
récemment redécouvert le résultat concernant les arbres). La seconde moitié de leur article
est consacrée à une application du problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle
pour les graphes planaires : la résolution d'équations aux dérivées partielles en parallèle par
décomposition du domaine. Les deux auteurs concluent d'ailleurs leur papier en posant la
question de la complexité du problème k-Ordo pour les graphes planaires.

Une analyse polyédrale du problème apparaît dans un papier de De Werra [44], dans
laquelle ce dernier établit que la matrice des contraintes du programme linéaire en nombres
entiers associé au problème est totalement unimodulaire ou bien équilibrée si et seulement si
le graphe en entrée est une union de cliques disjointes (pour plus de détails sur les propriétés
de ces matrices, nous invitons le lecteur à consulter [136, p. 266�308]). De fait, le problème
peut être résolu en temps et espace polynomial pour cette classe de graphes à l'aide de la
méthode de l'ellipsoïde (cf. [119, p. 131�148] ou [136, p. 163�189]). De Werra [44] propose
aussi un algorithme combinatoire pour résoudre ce problème (et même une extension de
celui-ci), en le réduisant à un problème de �ot maximum dans un réseau.
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Dahlhaus et Karpinski [36] ont étudié la complexité d'un problème de partition en re-
lation avec le problème Ordo pour les compléments de graphes triangulés ou fortement
triangulés (rappelons que la classe des graphes fortement triangulés englobe les graphes
d'intervalles et les forêts). Ils montrent notamment que les sommets d'un graphe fortement
triangulé peuvent être couverts à l'aide d'un maximum de cliques disjointes de taille k en
temps et espace linéaire ; leur algorithme peut être adapté pour résoudre le problème Ordo
pour les compléments de graphes fortement triangulés. Ils prouvent aussi qu'une partition
d'un graphe triangulé en n/k cliques de taille k (avec n multiple de k) peut être déterminée
en temps et espace polynomial s'il en existe une. D'un autre côté, Corneil [29], qui aborde
dans son article le problème de la couverture maximum d'un graphe triangulé par des cliques
disjointes de taille k, rapporte que D.G. Kirkpatrick aurait montré que le problème est NP-
di�cile pour k ≥ 3 ; toutefois, nous n'avons trouvé aucune référence au sujet de ce résultat
dans la littérature.

Nous conclurons cet historique par deux résultats récents. Le premier, du à Jansen [100],
répond à la question posée par Lonc [113] : le problème Ordo est NP-di�cile pour les
graphes de permutation, même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à six. Le
second, du à Bodlaender et Fomin [13], établit le caractère polynomial du problème restreint
aux graphes de largeur-arbre bornée (de l'anglais bounded treewidth graphs) ; Kaller et al.
[103] avaient auparavant montré que pour ce type de graphes, le problème peut être résolu
en temps et espace polynomial si k est �xé en entrée. En outre, Jansen [100] et Bodlaender
et Fomin [13] proposent un état de l'art assez complet du problème d'ordonnancement avec
exclusion mutuelle.

Pour résumer, les seules classes de graphes pour lesquelles le problème Ordo peut être
résolu en temps et espace polynomial sont à ce jour : les graphes scindés [113, 14], les
forêts et les arbres [6, 102], les graphes collections de cliques disjointes [44], les compléments
de graphes fortement triangulés [36] et de graphes d'intervalles [113, 14], et les graphes
de largeur-arbre bornée [13]. En revanche, le problème est NP-di�cile pour les graphes
duaux [90] et leurs compléments (même avec k ≥ 3 �xé) [26], les cographes, les graphes
bipartis, les graphes d'intervalles (même avec k ≥ 4 �xé) [14], les compléments de graphes
de comparabilité (même avec k ≥ 3 �xé) [113], et les graphes de permutation (même avec
k ≥ 6 �xé) [100].

1.5 Plan de la thèse

En premier lieu, nous détaillons la complexité du problème d'ordonnancement avec ex-
clusion mutuelle pour les graphes d'intervalles, travail que nous avions entamé dans [62].
Nous donnons un nouvel algorithme linéaire pour le problème lorsque k = 2, beaucoup plus
simple à mettre à ÷uvre que celui de Andrews et al. [3]. Ensuite, nous étudions quelques
problèmes connexes tels que le couplage maximum dans les graphes bipartis convexes ou
encore la coloration minimum dans les graphes d'intervalles, pour lesquels nous proposons
de nouveaux algorithmes. En�n, nous montrons que le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace linéaire pour deux sous-classes des graphes d'intervalles : les graphes d'in-
tervalles propres (qui englobent les graphes collections de cliques disjointes) et les graphes
à seuil.
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Le problème est aussi étudié pour certaines extensions des graphes d'intervalles comme
les graphes d'arcs et les graphes de tolérances. Un algorithme quadratique est présenté pour
résoudre le problème restreint aux graphes d'arcs propres, ainsi qu'un algorithme linéaire
pour le même problème lorsque k = 2. Puis, nous complétons en partie le résultat de
Bodlaender et Jansen [14] (voir le théorème 1.1) en montrant que le problème reste NP-
di�cile pour les graphes de tolérances bornées (et les graphes de Meyniel), même lorsque k
est un paramètre supérieur ou égal à trois.

Motivé par des aspects pratiques, nous étudions ensuite l'impact de la propriété suivante
sur la complexité du problème : le graphe G d'exclusion mutuelle admet une coloration tel
que chaque couleur apparaît au moins k fois. Nous montrons que si un graphe d'intervalles
possède cette propriété, alors celui-ci admet une partition optimale en ⌈n/k⌉ stables de
taille au plus k. De plus, si une coloration du graphe d'intervalles satisfaisant la propriété en
question est donnée en entrée, alors le problème Ordo peut être résolu en temps et espace
linéaire. Cette assertion est étendue aux graphes sans K1,3, aux graphes d'arcs, aux graphes
de tolérances propres (lorsque k = 2) et aux graphes triangulés (lorsque k ≤ 4).

Le dernier chapitre de la thèse est consacré à certains problèmes de partition relatifs aux
graphes d'intervalles, qui nous ont été inspirés par l'étude du problème d'ordonnancement
avec exclusion mutuelle. Nous nous attardons en particulier sur le problème de la partition
d'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres, pour lequel nous établissons
la proposition suivante : tout graphe d'intervalles admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉
sous-graphes d'intervalles propres, et celle-ci peut être calculée en temps O(n log n+m). Ce
résultat est mis à pro�t lors de la conception d'algorithmes polynomiaux d'approximation
pour le problème Ordo restreint aux graphes d'intervalles ou d'arcs. Dans une dernière
section, nous discutons de trois autres problèmes liés à la partition d'un graphe d'intervalles
en sous-graphes d'intervalles propres.



Chapitre 2

Exclusion mutuelle par un graphe

d'intervalles

Bodlaender et Jansen [14] ont démontré que le problème d'ordonnancement avec exclu-
sion mutuelle est NP-di�cile pour les graphes d'intervalles, même lorsque k est un para-
mètre �xé supérieur ou égal à quatre. La preuve de ce résultat s'appuie sur une réduction
complexe que nous ne détaillerons pas ici, mais dont nous reprendrons les grandes lignes dans
le chapitre suivant a�n de montrer la di�culté du problème pour les graphes de tolérances
bornées lorsque k = 3.

L'étude de la complexité du problème pour les graphes d'intervalles lorsque k = 3 a été
une des motivations premières de ce travail de thèse. Bien que la question demeure ouverte à
ce jour, celle-ci nous a amené à reconsidérer le problème pour k = 2 et à exhiber plusieurs cas
pour lesquels le problème s'avère être soluble en temps et espace polynomial. Les résultats
de ces travaux sont exposés dans le présent chapitre 1.

2.1 Un nouvel algorithme linéaire pour k = 2

Comme nous l'avons évoqué dans l'introduction, le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace polynomial par couplage maximum dans le graphe complément lorsque
k = 2 (voir la proposition 1.3). Toutefois, les algorithmes de couplage maximum dans un
graphe quelconque sont di�ciles à mettre en ÷uvre et leur temps d'exécution est plus que
quadratique en le nombre de sommets du graphe [122]. C'est pourquoi la recherche d'algo-
rithmes à la fois simples et e�caces, dédiés à certaines classes de graphes, reste d'actualité.

A notre connaissance, deux algorithmes seulement ont été proposés pour la résolution du
problème 2-Ordo restreint à la classe des graphes d'intervalles. Le premier apparaîtrait dans
un manuscript de M.G. Andrews et D.T. Lee, encore jamais publié à ce jour. Cet algorithme,
qui est brièvement évoqué dans [3], considère une représentation par intervalles en entrée
et e�ectue un balayage du plan pour construire en O(n log n) une solution optimale, et ce
même si les extrémités des intervalles sont déjà triées en entrée. Le second, toujours de type

1. Une partie de ces résultats apparaît dans [65] (en anglais).
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�géométrique�, apparaît dans le papier plus récent d'Andrews et al. [3]. Ceux-ci donnent un
algorithme récursif parallèle qui requiert un temps O(log3n) sur une architecture PRAM
EREW à O(n/log2n) processeurs (se reporter à [28, p. 675�715] pour une introduction à
l'algorithmique parallèle). La version séquentielle de leur algorithme s'exécute en temps
O(n log n), mais les auteurs a�rment que sa complexité peut être abaissée à O(n) si les
extrémités des intervalles sont triées en entrée. Malgré cela, leur algorithme récursif reste
di�cile à implanter et la preuve de sa validité est longue et fastidieuse.

Dans cette section, nous présentons un nouvel algorithme fondé sur des concepts issus
de la théorie des graphes. Notre algorithme est simple, incrémentiel et la preuve de sa
correction est courte. Nous montrons que cet algorithme s'exécute en temps et espace O(n)

si une représentation par intervalles ordonnée lui est fournie en entrée. Rappelons à ce
propos que l'ordre dé�ni par les extrémités gauches (resp. droites) croissantes des intervalles
est noté <g (resp. <d). Comme celui d'Andrews et al. [3], notre algorithme utilise comme
routine un algorithme de couplage maximum dans les graphes bipartis convexes. Un graphe
biparti B = (X,Y,E) est Y -convexe s'il existe un ordre linéaire sur les sommets de Y tel
que les sommets adjacents à tout sommet de X apparaissent consécutivement dans cette
ordre. Nous nous appuierons sur un résultat de Steiner et Yeomans [147] qui établit qu'un
couplage maximum dans un graphe biparti convexe peut être calculé en temps O(|X|) et
espace O(|Y |) si pour chaque sommet deX, l'intervalle des sommets adjacents à celui-ci dans
Y est donné en entrée. Nous reviendrons en détail sur le problème du couplage maximum
dans les graphes bipartis convexes dans la section suivante.

Principe et validité de l'algorithme

Nous travaillons ici sur une représentation par intervalles ouverts plutôt que sur le graphe
d'intervalles lui-même. Nous conserverons cependant le vocabulaire de la théorie des graphes
lorsque nous manipulerons ces intervalles. Ainsi, un stable est un ensemble d'intervalles deux-
à-deux disjoints et une clique est un ensemble d'intervalles se chevauchant deux-à-deux. Une
coloration d'un ensemble d'intervalles correspond à une partition de cet ensemble en stables.
Par analogie au problème de couplage, nous dirons que deux intervalles peuvent être couplés
lorsqu'ils sont disjoints. Un ensemble d'intervalles pouvant être couplés par paire sera appelé
couplage.

Considérons un ensemble I = {I1, . . . , In} d'intervalles et une partition minimum S =

{S1, . . . , Sχ(I)} de I en stables. Voici les quelques assertions sur lesquelles repose l'algo-
rithme.

Lemme 2.1 Si un stable Su ∈ S ne contient qu'un seul intervalle, alors ce dernier appar-
tient à toute clique maximum de I.

Preuve. Comme ω(I) = χ(I), toute clique maximum doit contenir un et un seul intervalle
provenant de chaque stable de S. Si l'unique intervalle de Su n'appartient pas à une clique
maximum de I, nous obtenons alors une contradiction. ⊓⊔

Lemme 2.2 (Petit lemme de découpage) Si chaque stable de S contient plus de deux
intervalles et que n, le nombre d'intervalles dans I, est pair, alors χ(I, 2) = n/2.
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Preuve. Nous montrons que les stables peuvent être, de manière imagée, �découpés� en
exactement n/2 paires d'intervalles disjoints.

Soit deux stables Su, Sv ∈ S de taille impaire et supérieure à trois. Nous montrons
qu'il est toujours possible de coupler deux intervalles, l'un provenant de Su et l'autre de
Sv, de manière à redé�nir deux nouveaux stables de taille paire et supérieure à deux. Soit
Ia, Ib ∈ Su et Ic, Id ∈ Sv tel que Ia ≺ Ib et Ic ≺ Id. Si Ia et Id sont disjoints, alors ceux-ci
forment le couplage désiré. Dans le cas contraire, nous a�rmons qu'il en est de même pour
Ib et Ic. En e�et, Ia et Id se chevauchant, nous avons que g(Id) ≤ d(Ia). En utilisant les
inégalités d(Ic) ≤ g(Id) et d(Ia) ≤ g(Ib), nous obtenons alors d(Ic) ≤ g(Ib).

Pour conclure, la construction suivante établit le lemme. Puisque n est pair, le nombre
de stables de taille impaire est nécessairement pair lui aussi. Grâce à la propriété démontrée
précédemment, nous pouvons redé�nir deux par deux les stables de taille impaire en stables
de taille paire, tout en exhibant des couples d'intervalles disjoints. Finalement, les stables
restants, maintenant tous de taille paire, admettent une partition triviale en paires d'inter-
valles disjoints. ⊓⊔

Proposition 2.1 Si le nombre ϑ(I) de stables ne contenant qu'un seul intervalle dans S
est aussi petit que possible, alors l'égalité χ(I, 2) = ⌈(n+ ϑ(I))/2⌉ est satisfaite.

Preuve. La proposition est établie à l'aide des deux lemmes précédents. Le premier lemme
impose que χ(I, 2) ≥ ⌈(n− ϑ(I))/2⌉ + ϑ(I), puisqu'au moins ϑ(I) intervalles de I ne
peuvent être couplés. Après avoir extrait ces derniers, le second lemme nous permet alors
d'obtenir un couplage parfait parmi les n−ϑ(I) intervalles restants (moins un si ce nombre
est impair). ⊓⊔

D'après la proposition précédente, le problème 2-Ordo se réduit donc ici à déterminer
une coloration de l'ensemble I tel que le nombre de stables de taille un soit le plus petit
possible. En accord avec le lemme 2.1, ce nouveau problème peut être résolu en calculant
un couplage maximum Mc (d'intervalles disjoints) entre les intervalles d'une clique maxi-
mum C ∈ I et le reste des intervalles. En e�et, une fois ce couplage obtenu, une procédure
Compléter-Stables minimisera ϑ(I) en ajoutant à chaque stable de taille un Su = {Ii}
un intervalle Ij ∈ Sv si le couple (Ii, Ij) appartient àMc. De là, une solution optimale au
problème 2-Ordo s'obtiendra simplement à l'aide de la preuve constructive du petit lemme
de découpage. Voici une description des étapes majeures de l'algorithme.

Algorithme 2-Ordo-Intervalles ;

Entrée : un ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In} ;
Sortie : une solution optimaleM au problème 2-Ordo pour I ;
Début ;

étape 1 :

calculer une coloration minimum S = {S1, . . . , Sχ(I)} de I ;
si tous les stables de S ont une taille au plus deux alors aller à l'étape 3 ;

si tous les stables de S ont une taille au moins deux alors aller à l'étape 3 ;

étape 2 :

calculer une clique maximum C = {c1, . . . , cχ(I)} de I ;
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construire le graphe biparti Bc = (X,Y,E) avec :

. X = C et Y = I \ C ;

. E = {(Ii, Ij) | Ii ∈ C, Ij ∈ I \ C et Ii ∩ Ij = ∅} ;
calculer un couplage maximumMc dans Bc ;

S ← Compléter-Stables(S,Mc) ;

étape 3 :

M← ∅ ;
pour chaque stable Su ∈ S de taille un faire

retirer Su de S et l'ajouter àM ;

si le nombre d'intervalles restants dans S est impair alors

retirer un intervalle de n'importe quel stable de taille impaire et l'ajouter àM ;

calculer un couplage parfait d'intervalles disjoints dans S et l'ajouter àM ;

retournerM ;

Fin ;

Dans la partie suivante, nous analysons la complexité de cet algorithme. Nous montrons
en particulier qu'il peut s'exécuter en temps et espace linéaire, si la représentation par
intervalles fournie en entrée est ordonnée.

Complexité de l'algorithme

Nous admettrons posséder en entrée de l'algorithme une représentation I = {I1, . . . , In}
par intervalles, munie de ses deux ordres <g et <d. Ceux-ci nous permettront notamment
d'obtenir en temps O(n) la liste des n intervalles ordonnés selon <g ou <d.

La complexité de l'étape 1 est dominée par la complexité du calcul d'une coloration
minimum de I. Ce calcul peut être e�ectué en temps et espace O(n) lorsque les ordres <g

et <d sont donnés en entrée [80] (voir aussi l'algorithme Coloration-Intervalles, p. 44).
À présent, étudions la complexité de l'étape 2 qui repose essentiellement sur la propriété
suivante.

Lemme 2.3 Le graphe biparti Bc = (X,Y,E) est Y -convexe.

Preuve. Rappelons que l'ensemble X correspond à une clique maximum C ∈ I et l'ensemble
Y au reste des intervalles, c'est-à-dire à I\C. Ce dernier se subdivise en deux sous-ensembles
complémentaires Ig et Id, respectivement l'ensemble des intervalles se trouvant à gauche de
la clique C et l'ensemble des intervalles se trouvant à droite de la clique C (un intervalle ne
peut pas appartenir à l'un et à l'autre sans appartenir à la clique). Après avoir ordonné Id
selon <g et Ig selon <d, nous obtenons un ordre < sur Y . À présent, pour chaque cu ∈ C,
posons au = min{i | cu ≺ Ii et Ii ∈ Id} et bu = min{i | Ii ≺ cu et Ii ∈ Ig}. Il est alors
aisé de véri�er que pour tout i ∈ {au, . . . , bu}, les intervalle cu et Ii sont disjoints (voir la
�gure 2.1). En conséquence, le graphe biparti Bc est Y -convexe. ⊓⊔

Le graphe biparti Bc étant convexe, le couplage maximumMc peut être obtenu en temps
O(n) par l'algorithme de Steiner et Yeomans [147]. Leur algorithme demande en entrée
la représentation suivante du graphe Bc : l'ordre linéaire sur Y et pour chaque u ∈ X,
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<d
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cj ∈ C

g(cj)

Id

Ig

bj

d(cj)

aj

Figure 2.1 � La preuve du lemme 2.3.

les deux valeurs au et bu. Voici comment nous procédons pour calculer e�cacement cette
représentation. Une clique maximum peut être exhibée en temps et espace O(n), si les
intervalles sont triés [81] (voir aussi l'algorithme Clique-Intervalles, p. 45). Cette clique
maximum, notée C = {c1, . . . , cχ(I)}, est dé�nie telle que cu corresponde à l'intervalle de C
appartenant au stable Su ∈ S. Ensuite, l'ordre < sur Y (tel que nous l'avons dé�ni dans le
lemme précédent) s'obtient en temps O(n) à l'aide des ordres <g et <d. En�n, les indices
au sont déterminés par un balayage linéaire de l'ensemble Id ordonné selon <g, à condition
que les intervalles de C soient, eux, ordonnés selon <d (dans ce cas, nous aurons en e�et
au−1 ≤ au pour tout u = 2, . . . , χ(I)). Bien entendu, les indices bu peuvent être déterminés
de façon symétrique en parcourant l'ensemble Ig en temps linéaire, ce qui complète la
construction du graphe biparti Bc.

Pour clore l'analyse de l'étape 2, voici une implantation de la procédure Compléter-
Stables dont le temps d'exécution est linéaire. Nous supposons que la taille de chaque
stable peut être obtenue en O(1), de même que pour un intervalle, l'indice du stable auquel
il appartient.Mc peut être considéré comme un tableau dans lequel est stocké en u l'indice
de l'intervalle de I \ C couplé à cu ∈ C (ou bien zéro si celui-ci n'est pas couplé).

Algorithme Compléter-Stables ;

Entrée : une coloration minimum S de I, un couplage maximumMc de Bc ;

Sortie : une coloration minimum S avec ϑ(I) minimum ;

Début ;

S ′ ← ∅ ;
pour chaque stable Su ∈ S faire

si Su est de taille un alors S ′ ← S ′ ∪ {Su} ;
tant que S ′ ̸= ∅ faire
S ′ ← S ′ \ {Su} ;
soit i l'indice stocké en u dansMc ;

si i ̸= 0 alors

soit v l'indice du stable auquel Ii appartient ;
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Sv ← Sv \ {Ii}, Su ← Su ∪ {Ii} ;
si Sv est de taille un alors S ′ ← S ′ ∪ {Sv} ;

retourner S ;

Fin ;

En�n, l'étape 3 peut elle aussi être implantée en temps O(n). En particulier, la preuve du
petit lemme 2.2 de découpage fournit un algorithme linéaire simple pour calculer un couplage
parfait d'intervalles disjoints dans S, celui-ci ne contenant alors plus que des stables de taille
au moins deux et un nombre pair d'intervalles. L'espace utilisé tout au long de l'algorithme ne
dépassant jamais O(n) (y compris durant l'exécution de la procédure de Steiner et Yeomans
[147]), nous tenons le résultat suivant.

Théorème 2.1 L'algorithme 2-Ordo-Intervalles retourne en temps et espace O(n) une
solution optimale au problème 2-Ordo pour un ensemble I de n intervalles, étant donnés
en entrée les ordres <g et <d sur I.

Puisqu'une représentation par intervalles ordonnée (selon <d ou <g) peut être calculée
en temps et espace linéaire à partir d'un graphe d'intervalles ou de son complément [82],
nous obtenons les corollaires suivants.

Corollaire 2.1 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace linéaire pour les
graphes d'intervalles lorsque k = 2.

Corollaire 2.2 Le problème du couplage maximum peut être résolu en temps et espace li-
néaire pour les compléments de graphes d'intervalles.

2.2 Problèmes relatifs

La résolution du problème 2-Ordo pour les intervalles est essentiellement basée sur deux
routines : le calcul d'une coloration minimum (et d'une clique maximum) d'un ensemble
d'intervalles et le calcul d'un couplage maximum dans un graphe biparti convexe. Ces deux
routines sont au c÷ur de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles. Par conséquent, l'implantation
de celles-ci aura une in�uence certaine sur la complexité de l'algorithme tout entier. Dans
cette section, nous nous proposons d'étudier dans le détail ces deux problèmes que sont la
coloration minimum d'un ensemble d'intervalles et le couplage maximum dans un graphe
biparti convexe, en commençant par le second.

2.2.1 Du couplage maximum dans les graphes bipartis convexes

Le problème du couplage maximum dans un graphe consiste, rappelons-le, à détermi-
ner un sous-ensemble d'arêtes de cardinal maximum tel que deux de ces arêtes ne soient
pas incidentes au même sommet. Du fait de ses nombreuses applications en optimisation
combinatoire et recherche opérationnelle, ce problème a été particulièrement étudié pour les
graphes bipartis. Soit B = (X,Y,E) un graphe biparti. Exceptionnellement, nous noterons
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ici n le nombre de sommets de X et m le nombre de sommets de Y . La notation ensembliste
|E| sera utilisée pour dénoter le nombre d'arêtes du graphe.

L'algorithme en temps O(
√
n+m |E|) de Hopcroft et Karp [89] reste à ce jour un des

plus rapides pour résoudre le problème du couplage maximum dans les graphes bipartis.
Comme nous l'évoquions précédemment, le temps d'exécution d'un tel algorithme, bien que
polynomial, n'est plus satisfaisant lorsque le nombre de sommets du graphe devient très
grand. Ainsi, plusieurs algorithmes ont été proposés pour traiter des instances particulières,
comme par exemple les graphes bipartis réguliers (voir [137, p. 267�274]). Les graphes bipartis
convexes, qui apparaissent dans plusieurs applications industrielles [73, 37, 145], en sont un
autre exemple important. Plusieurs algorithmes ont été donnés pour résoudre le problème
du couplage maximum dans les graphes bipartis convexes [73, 112, 58, 37, 139, 147], mais
tous utilisent des structures de données complexes à mettre en ÷uvre. Après une revue des
di�érents résultats de la littérature sur le sujet, nous présentons un nouvel algorithme en
temps O(n logn) et espace O(n), dont l'implantation ne pose aucune di�culté. Nous verrons
ensuite comment traiter le problème de manière encore plus e�cace pour les graphes bipartis
doublement convexes ou proprement convexes, que nous dé�nirons par la suite.

Comme dans toute la littérature traitant du sujet, nous admettrons que le graphe biparti
convexe B = (X,Y,E) est toujours spéci�é par sa représentation convexe, c'est-à-dire avec
X = {1, . . . , n} et Y = {1, . . . ,m}, et pour chaque i ∈ X, un couple d'entiers (ai, bi)

dé�nissant un intervalle de Y .

État de l'art

Les graphes bipartis convexes ont été introduits en 1967 par Glover [73]. Dans son
papier, il décrit une application industrielle du problème du couplage maximum dans les
graphes bipartis convexes et fournit un algorithme glouton 2 en O(|E|) pour le résoudre.
Cet algorithme progresse de manière séquentielle à travers l'ensemble Y et pour chaque
sommet y ∈ Y , cherche parmi tous les sommets non couplés de X adjacents à y celui ayant
le plus petit indice bi pour le coupler à celui-ci. Glover introduit aussi les graphes bipartis
doublement convexes, c'est-à-dire à la fois convexes sur X et sur Y . Une fois les ensembles X
et Y d'un graphe biparti doublement convexe ordonnés, Glover remarque que pour chaque
y ∈ Y , le sommet de X candidat au couplage avec y est celui qui possède soit le plus petit
indice, soit le plus grand, parmi les sommets de X non encore couplés et adjacents à y.

Plus tard, Lipski et Preparata [112] proposèrent une modi�cation de l'heuristique de
Glover s'exécutant en temps O(nα(n) + m), où α(n) est une fonction relative à l'inverse
de la fonction d'Ackermann qui croît très lentement (cf. [149, p. 23�26] ou [28, p. 442�445]
pour plus de détails). Leur algorithme est basé sur une idée suggérée par J.E. Hopcroft, très
proche de celle employée pour résoudre e�cacement le problème du minimum di�éré (cf. [28,
p. 451] pour plus de détails). Le temps d'exécution presque linéaire de l'algorithme est la
conséquence de l'utilisation de la structure de données pour ensembles disjoints proposée
par Tarjan [148]. D'après les résultats plus récents de Gabow et Tarjan [57], celui-ci s'avère
être linéaire en O(n+m). En�n, Lipski et Preparata donnent dans leur papier une version

2. � This rather suggestive terminology is due to Jack Edmonds. �, précise Glover !
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e�cace de l'algorithme de Glover pour le cas doublement convexe. A l'aide d'une �le de
priorité à double entrée, ils obtiennent un temps d'exécution en O(n+m).

D'un autre côté, Gallo [58] donnait une implantation en temps O(n log n) d'une modi�-
cation similaire. Pour obtenir ce temps d'exécution, Gallo utilise une structure de données
particulière à deux niveaux de tas, à savoir un tas binaire dont chaque noeud est un tas à
gauche (de anglais leftist heap, cf. [105, p. 150�152] ou [149, p. 33�43] pour plus de détails).
Scutella et Scevola [139] ont donné une procédure qui s'exécute dans le temps minimum pris
par l'algorithme de Lipski�Preparata et celui de Gallo.

Dekel et Sahni [37] ont été les premiers à proposer un algorithme parallèle pour ré-
soudre le problème. Leur algorithme prend un temps O(log2n) sur O(n) processeurs PRAM
EREW (se reporter à [28, p. 675�715] pour une introduction à l'algorithmique parallèle).
Atallah et al. [5] obtiennent un temps d'exécution en O(log n) à l'aide de O(n3) proces-
seurs PRAM EREW. Récemment, Andrews et al. [3] ont abaissé le nombre de processeurs à
O(n/ log n) utilisés par l'algorithme de Dekel et Sahni. En e�et, le nombre total d'opérations
(et donc le temps d'exécution) de la version séquentielle de leur algorithme peut être ramené
à O(n log n).

L'ultime amélioration apportée à l'heuristique de Glover est due à Steiner et Yeomans
[147]. Ces derniers ont appliqué une méthode semblable à celle décrite par Frederickson
[55, 146] pour résoudre un problème d'ordonnancement de tâches avec temps d'exécution
unitaires et dates au plus tôt et au plus tard entières. Après une première étape permettant
d'éviter un tri explicite des sommets de l'ensemble Y à l'aide de O(n+m) espace mémoire
supplémentaire, le graphe est partagé en temps O(n) en composantes distinctes sur Y qui
peuvent être traitées séparément par l'algorithme de Glover. Le point crucial de la méthode
est que lors de ce partage, le nombre de sommets de Y appartenant à l'ensemble des com-
posantes est réduit à n, les autres sommets ne s'avérant pas nécessaires au couplage. En�n,
un couplage maximum est extrait dans chacune des composantes en exécutant une séquence
d'au plus 2z opérations pour un problème de minimum di�éré (cf. [28, p. 451] pour plus de
détails), où z est le nombre de sommets de la composante appartenant à Y . D'après Gabow
et Tarjan [57], l'exécution d'une telle séquence d'opérations ne requiert qu'un temps O(z)

dans le pire des cas. En sommant sur toutes les composantes, nous obtenons alors un temps
total d'exécution en O(n).

En�n, citons deux extensions intéressantes des graphes bipartis convexes. Tout d'abord,
les graphes bipartis convexes sur un arbre orienté, introduits par Lipski et Preparata [112],
sont tels les sommets de Y adjacents à un sommet de X forment des chemins sur un arbre
orienté. Les deux auteurs montrent qu'après avoir e�ectué un tri topologique des sommets de
Y (des sommets les plus proches de la racine aux sommets les plus éloignés), une modi�cation
de l'algorithme de Glover similaire à celle qu'ils proposent pour le cas convexe permet
d'obtenir un temps d'exécution en O(n+m). Ensuite, les graphes bipartis convexes sur un
cercle, introduits par Liang et Blum [110], sont tels que les sommets de Y adjacents à un
sommet de X forment des arcs autour d'un cercle. Ces derniers ont montré que deux passes
de l'heuristique de Glover sur des sous-graphes appropriés su�saient à extraire un couplage
maximum. En s'appuyant sur la procédure de Lipski et Preparata, ils obtiennent ainsi un
temps total d'exécution en O(n+m).
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Un nouvel algorithme à la fois e�cace et pratique

Nous présentons une nouvelle modi�cation de l'heuristique de Glover [73] inspirée du
travail de Gallo [58]. Nous montrerons ensuite comment implanter cet algorithme à l'aide
d'un simple tas binaire et d'une structure à base de tableaux, a�n que celui-ci puisse s'exé-
cuter en temps O(n log n) et espace O(n).

Modi�cation de l'heuristique de Glover :

Étape 1. Poser M = ∅, Q = X et pour chaque i ∈ X, di = ai. M dénote l'ensemble
des arêtes appartenant au couplage ; Q dénote l'ensemble des sommets non couplés de
X ; di, lorsque sa valeur est inférieure ou égale à bi, représente le premier sommet non
couplé de Y pour lequel une arête (i, di) existe.

Étape 2. Soit u ∈ Q tel que, pour chaque i ∈ Q, du < di ou bu ≤ bi si du = di. Poser
Q = Q \ {u}. Si du ≤ bu, alors poserM =M∪ {(u, du)}. Pour chaque i ∈ Q tel que
di = du, poser di = di + 1.

Étape 3. Si Q ̸= ∅, alors aller à l'Étape 2 , sinon retournerM.

La di�érence majeure entre la modi�cation proposée par Gallo [58] et celle décrite ci-
dessus réside dans le fait que le sommet de X candidat au couplage à l'étape 2 est celui qui
possède la valeur de di minimum (et non pas, comme chez Gallo, la valeur de bi minimum).
De cette façon, les sommets de Y sont sélectionnés dans l'ordre pour être couplés avec les
sommets de X. La validité de l'algorithme peut être établie à l'aide des mêmes techniques
de preuve que celles développées dans [73, 112, 58]. Nous reprenons ici celle de Gallo [58]
qui utilise le célèbre théorème de Berge (cf. [149, p. 114�115]) caractérisant le couplage
maximum dans un graphe : un couplageM dans un graphe est maximum si et seulement s'il
n'admet aucun chemin améliorant. Un chemin améliorant est une chaîne composée d'arêtes
alternativement dansM et hors deM qui connecte deux sommets exposés, c'est-à-dire deux
sommets n'appartenant à aucune arête du couplageM.

Proposition 2.2 La modi�cation de l'heuristique de Glover retourne un couplage maximum
dans le graphe biparti convexe B = (X,Y,E).

Preuve. Tout d'abord, il est facile de voir que M est un couplage, puisque après l'ajout
de l'arête (u, du) les sommets u et du ne peuvent plus être considérés par l'algorithme. À
présent, nous montrons que ce couplage est maximum. Pour cela, nous dirons qu'un chemin
améliorant est de longueur k s'il contient k arêtes qui n'appartiennent pas àM. Clairement,
il n'existe aucun chemin améliorant de longueur un. En e�et, un tel chemin n'est composé
que d'une seule arête reliant deux sommets exposés x ∈ X et y ∈ Y . Or, l'algorithme
sélectionne chaque sommet de X et le couple à un sommet non couplé de son voisinage (s'il
en existe au moins un). Par conséquent, un chemin de longueur un ne peut exister.

Pour conclure, nous montrons que s'il n'existe pas de chemin améliorant de longueur
k ≥ 1, alors il n'existe pas non plus de chemin améliorant de longueur k + 1.
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Soit (x0, y1, x1, y2, x2, . . . , yk, xk, yk+1) un chemin améliorant de longueur k + 1, avec
(xi, yi) ∈ M pour tout i = 1, . . . , k et (xi, yi+1) ∈ E \ M pour tout i = 0, . . . , k. No-
tons (xj , yj) la première arête dans ce chemin à avoir été ajoutée au couplage M. Nous
a�rmons maintenant que yj < yj+1 et bxj ≤ bxj−1 . En e�et, si la première inégalité n'est
pas véri�ée, alors d'après l'algorithme, le sommet xj doit être couplé au sommet yj+1, ce
qui est impossible en accord avec l'hypothèse précédente. Si la seconde inégalité n'est pas
véri�ée, nous obtenons d'après l'algorithme que yj doit être couplé à xj−1, ce qui de nou-
veau est impossible. De ces inégalités nous pouvons déduire que axj−1 ≤ yj < yj+1 ≤
bxj ≤ bxj−1 et, par convexité, que (xj−1, yj+1) ∈ E. Par conséquent, nous obtenons que
(x0, y1, x1, . . . , yj−1, xj−1, yj+1, xj+1, . . . , yk, xk, yk+1) est un chemin de longueur k, ce qui
contredit l'hypothèse première. ⊓⊔

Nous allons maintenant nous intéresser à l'implantation de la modi�cation de l'heuris-
tique de Glover décrite ci-dessus. Les structures de données que nous utilisons sont simples,
bien que les interactions entre celles-ci puissent paraître compliquées au premier abord.

Soit ℓ1 < ℓ2 < · · · < ℓr les valeurs distinctes prises par les ai (1 ≤ i ≤ n et r ≤ n).
Comme dans [58], l'ensemble Q dé�ni lors de l'étape 1 est subdivisé en r sous-ensembles
Q1, Q2, . . . , Qr tel que Qk = {i ∈ X | ai = ℓk}. Les sommets de chaque sous-ensemble Qk

sont ordonnés selon les bi croissants. Désormais, l'indice di n'est plus dé�ni pour chaque
i ∈ X, mais pour chaque Qi ∈ Q. Ce travail d'initialisation peut être e�ectué à l'aide d'un
simple tri, les ai et bi étant stockés en entrée dans des tableaux de dimension n.

Dans son implantation, Gallo [58] réalise l'étape 2 de la manière suivante. À chaque
fois qu'un sommet dk ∈ Y est couplé à un sommet de X, l'indice dk est mis à jour. Si le
nouvel indice se trouve être égal à l'indice dt d'un sous-ensemble Qt pour t > k, alors les
deux sous-ensembles Qt et Qk sont fusionnés en Qt = Qt∪Qk. Pour réaliser cette opération
en temps O(log n), Gallo implante chaque sous-ensemble Qk ∈ Q comme un tas à gauche
(cf. [105, p. 150�152] ou [149, p. 33�43] pour plus de détails). L'implantation que nous
proposons ici permet d'éviter l'emploi d'une telle structure de données grâce à l'utilisation
d'une simple �le de priorité pour stocker l'ensemble C des sommets de Q candidats au
couplage. Nous rappelons qu'une �le de priorité est une structure de données permettant de
gérer un ensemble C d'éléments, chacun ayant une valeur associée appelée clé. Une �le de
priorité supporte les trois opérations suivantes : Insérer(C, x) qui insère l'élément x dans
l'ensemble C, Minimum(C) qui retourne l'élément de C ayant la plus petite clé et Extraire-
Min(C) qui supprime puis retourne l'élément de C ayant la plus petite clé. Pour plus de
détails, le lecteur est renvoyé à [28, p. 146�148].

Voici comment est utilisée la �le de priorité C. En accord avec la modi�cation de l'heu-
ristique de Glover proposée précédemment, les sommets de Y sont balayés dans l'ordre en
vue d'un couplage. Notons y le premier sommet non couplé de Y et k le plus grand indice
tel que ℓk ≤ y. Les sommets de X candidats au couplage avec le sommet y appartiennent
de fait à l'ensemble Q1 ∪ · · · ∪Qk. Parmi tous les sommets de ces k sous-ensembles, le but
est donc de trouver celui qui a le plus petit indice bi. L'idée est alors de réduire l'espace de
recherche de ce sommet à l'ensemble C des premiers sommets non couplés de chaque sous-
ensemble Qj (1 ≤ j ≤ k). En e�et, les sommets de chaque sous-ensemble Qj étant rangés
selon les bi croissants, le premier sommet non couplé correspond exactement au sommet non
couplé de plus petit indice bi. En implantant l'ensemble C comme une �le de priorité avec
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pour clé l'indice bi, le sommet recherché, noté x, peut s'obtenir par une simple extraction de
l'élément minimum de la �le. Après son extraction, x sera couplé à y ∈ Y à condition que
y ≤ bx. Si tel est le cas, le couple (x, y) est ajouté à l'ensembleM et l'on passe au prochain
sommet de Y à coupler (soit y ← y+1). En�n, la �le C de priorité doit être mise à jour. Si
le sommet x que l'on vient d'extraire appartient à un sous-ensemble Qu (1 ≤ u ≤ k) dans
lequel il reste des sommets non couplés, alors il faut insérer le premier d'entre eux (celui
de plus petit indice bi) dans la �le C. En e�et, les sommets de Qu sont nécessairement des
candidats au couplage avec le nouveau sommet y puisque l'inégalité ℓu ≤ ℓk ≤ y reste valide
(elle le restera d'ailleurs jusqu'à la �n de l'algorithme). Il faut aussi véri�er si des sommets
provenant des sous-ensembles Qk+1, . . . , Qr peuvent être candidats au couplage avec le nou-
veau sommet y. En fait, les sous-ensembles Q1, . . . , Qr étant ordonnés (ℓ1 < · · · < ℓr), le
seul ensemble pouvant contenir de nouveaux candidats au couplage sera Qk+1 si y = ℓk+1.

C

Q1

Qr

Q3

Q2

d1d3d2

Figure 2.2 � La �le de priorité C couplée à la structure Q.

Concrètement, chaque sous-ensemble Qj (1 ≤ j ≤ r) est implanté par un tableau. Les lj
correspondants sont rangés dans un tableau noté ℓ. Par souci d'e�cacité, nous ne stockons
dans la �le C que l'indice j du sous-ensemble Qj auquel un sommet appartient (1 ≤ j ≤ r).
A�n de retrouver le sommet en question, dj pointe sur le premier sommet non-couplé de
Qj . De cette façon, le sommet correspondant à un élément j de la �le, ainsi que sa clé bi,
peuvent être obtenus en temps O(1) via dj . Un aperçu des structures de données utilisées
et de leurs interactions est donné �gure 2.2. La procédure complète est détaillée ci-après.
Par concision, nous utilisons les routines et notations suivantes : taille(Qj) renvoie la taille
du tableau Qj et candidat(Qj) retourne le premier sommet non couplé de Qj , c'est-à-dire le
sommet d'indice dj dans Qj . Ainsi, la clé d'un élément j de la �le de priorité correspond à la
valeur de bi pour i = candidat(Qj). Notons que les instructions relatives à la récupération
de la clé sont considérées comme implantées au c÷ur des opérations Insérer, Minimum et
Extraire-Min. En�n, les notations ensemblistes C = ∅ et C ̸= ∅ sont utilisées pour tester
si la �le C est vide ou pas.

Algorithme Couplage-Biparti-Convexe

Entrée : une représentation convexe de B = (X,Y,E) ;

Sortie : un couplageM maximum dans B ;

Début ;

initialiser ℓ, Q, d,M ;
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soit C une �le de priorité vide ;

k ← 1, y ← ℓ1, Insérer(C, 1) ;

tant que C ̸= ∅ faire
u← Extraire-Min(C), x← candidat(Qu) ;

si y ≤ bx alorsM←M∪ {(x, y)}, y ← y + 1 ;

si du < taille(Qu) alors du ← du + 1, Insérer(C, u) ;

si k < r et (C = ∅ ou ℓk+1 = y) alors k ← k + 1, y ← ℓk, Insérer(C, k) ;

retournerM ;

Fin ;

Pour conclure, analysons la complexité de la procédure Couplage-Biparti-Convexe.
L'initialisation des di�érentes structures peut se faire en temps O(n logn), notamment après
avoir trié les ai et bi. L'espace requis par les di�érentes structures n'excède pas O(n). En
particulier, la �le de priorité ne contiendra pas plus de r ≤ n éléments (au plus un par
ensemble Qj ∈ Q). Ensuite, le nombre de passages dans la boucle tant que est clairement
limité à n. En e�et, à chaque tour de boucle un élément de la �le C est extrait ; d'un
autre côté, le nombre d'éléments insérés dans la �le ne dépasse pas n, le cardinal de X.
Ainsi, la complexité en temps de la procédure sera donnée par l'expression O(n log n)+n×
(E(n) + I(n) +O(1)) avec E(n) et I(n) les temps consommés respectivement par un appel
à Extraire-Min et un appel à Insérer (les routines taille(Qj) et candidat(Qj) peuvent
s'exécuter en temps O(1), de même que tester si la �le est vide ou non).

Une �le de priorité peut être implantée simplement à l'aide d'une structure de tas binaire
[28, p. 138�148]. Un tas binaire peut supporter en temps O(log r) n'importe laquelle des
trois opérations Insérer, Minimum et Extraire-Min, si la �le de priorité contient au plus
r éléments. Dans ce cas, nous aurons E(n) = I(n) = O(log n) et aussitôt, la proposition
suivante.

Proposition 2.3 Implanté à l'aide d'un tas binaire, l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe
détermine un couplage maximum dans un graphe biparti convexe B = (X,Y,E) en temps
O(n log n) et espace O(n), étant donnée en entrée une représentation convexe de B.

Remarque. Si r = O(1), alors le temps d'exécution de la boucle tant que est en O(n),
puisque E(n) = I(n) = O(1). D'un autre côté, si r = n, alors chaque Qj ∈ Q est de taille
un (1 ≤ j ≤ n). Dans ce cas, la �le ne contient jamais plus d'un élément à la fois et le temps
d'exécution de la boucle tant que reste en O(n).

L'implantation d'un tas binaire peut se faire à l'aide d'un tableau (de longueur r si
celui-ci doit contenir au plus r éléments). Les primitives d'accès aux éléments du tas (qui
peut être vu comme un arbre binaire presque complet) peuvent alors être réalisées par
simples décalages de bits. Une telle implantation s'avèrera donc très e�cace en pratique,
en comparaison avec les implantations des procédures de Lipski-Preparata [112] et Steiner-
Yeomans [147] basées sur des structures de données pour ensembles disjoints représentées
par des arborescences et manipulées à l'aide de pointeurs (se reporter à [149, p. 23�31]
ou [28, p. 439�450] pour plus de détails). De la même manière, on préférera sans doute
l'utilisation de cette structure de tas binaire à la structure à deux niveaux de tas préconisée
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par Gallo [58], qui nécessite notamment l'utilisation d'une structure de tas plus complexe
supportant l'opération de fusion en temps O(log n) comme par exemple les tas à gauche,
les tas binomiaux ou encore les tas de Fibonacci. Pour plus de détails sur ces di�érentes
structures de tas, le lecteur est renvoyé à [149, p. 33�43] et [28, p. 392�431].

Remarque. Une fois implantée, la structure de tas binaire peut aussi servir de base à un
algorithme de tri par tas, utile lors de l'initialisation de la structure de données Q.

D'un autre côté, l'implantation de la �le de priorité peut tout aussi bien être réalisée
à l'aide des structures de Gabow et Tarjan [57] (théoriquement plus performantes) et ainsi
atteindre le même temps d'exécution que la procédure de Lipski�Preparata [112]. En e�et, il
est possible d'a�ecter une clé entière entre 1 et n à chaque bi (1 ≤ i ≤ n) de manière à ce que
la clé d'un indice bi corresponde à son numéro dans l'ordre b1 ≤ · · · ≤ bn (lorsque plusieurs bi
ont la même valeur, leurs clés peuvent être rangées dans n'importe quel ordre). Après avoir
trié les ai et bi (cette fois-ci en O(n+m) à l'aide d'un tri par paquets), nous pouvons établir
la correspondance entre les bi et leur clé en temps O(1) à l'aide de deux tableaux auxiliaires.
L'univers des clés de la �le de priorité peut ainsi être ramené à l'ensemble {1, . . . , n} et
permettre l'utilisation de la structure pour ensembles disjoints de Gabow et Tarjan [57],
qui garantit un temps amorti O(1) par opération Insérer ou Extraire-Min. La complexité
totale en temps de la procédure sera alors en O(n+m).

Proposition 2.4 Implanté à l'aide de la structure pour ensembles disjoints de Gabow et
Tarjan, l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe détermine un couplage maximum dans un
graphe biparti convexe B = (X,Y,E) en temps O(n +m) et espace O(n), étant donnée en
entrée une représentation convexe de B.

Remarque. Il est aussi possible d'utiliser la structure pour ensembles disjoints de Tarjan
[148] moins complexe à mettre en ÷uvre et garantissant un temps amorti O(α(n)) par
opération, où α(n) est une fonction relative à l'inverse de la fonction d'Ackermann qui croît
très lentement (cf. [149, p. 25�26] ou [28, p. 442�445] pour plus de détails), ou encore la
structure de Van Emde Boas [156] qui assure dans le pire des cas un temps O(log log n) par
opération.

Dans le cas où les indices ai et bi sont déjà triés en entrée, l'initialisation des structures
ne prend plus qu'un temps O(n) et nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 2.3 Implanté à l'aide de la structure pour ensembles disjoints de Gabow et Tar-
jan, l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe détermine un couplage maximum dans un
graphe biparti convexe B = (X,Y,E) en temps et espace O(n), étant donnée en entrée une
représentation convexe ordonnée de B.

Remarque. L'algorithme de Steiner et Yeomans [147] atteint un temps O(n) même lorsque
la représentation convexe n'est pas ordonnée en entrée. Pour cela, ils utilisent un espace
auxiliaire de taille O(n +m) ; cet espace peut toutefois être ramené en O(n +m1/c), pour
n'importe quel entier positif c, à l'aide d'une technique similaire à celle que décrit Frede-
rickson [55] dans son papier.
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Une nouvelle implantation pour le cas doublement convexe

Dans leur papier, Lipski et Preparata [112] proposent une version de l'heuristique de
Glover dédiée au problème du couplage maximum dans les graphes bipartis doublement
convexes. Un graphe biparti B = (X,Y,E) est dit doublement convexe lorsqu'il est à la fois
X-convexe et Y -convexe. Nous noterons <x (resp. <y) l'ordre témoin de la convexité sur X
(resp. Y ). Les graphes bipartis doublement convexes se caractérisent aisément à l'aide de la
propriété des uns consécutifs.

Lemme 2.4 Un graphe biparti est doublement convexe si et seulement si sa matrice d'inci-
dence sommets-vs-sommets possède la propriété des uns consécutifs à la fois pour les lignes
et pour les colonnes.

Ces graphes bipartis possèdent donc une représentation intéressante lorsque X et Y sont
respectivement ordonnés selon <x et <y, que nous appellerons représentation doublement
convexe (voir la �gure 2.3).

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7
x1 1 1 1 1
x2 1 1 1 1 1 1 1
x3 1 1 1 1 1 1
x4 1 1 1 1
x5 1 1 1

Figure 2.3 � La matrice sommets-vs-sommets d'un graphe biparti doublement convexe.

Comme l'avait remarqué Glover [73], le problème du couplage maximum devient plus
simple lorsque l'on se restreint aux graphes bipartis doublement convexes. Rappelons que
l'heuristique de Glover balaye les sommets de Y dans l'ordre et couple à un sommet y ∈ Y

le sommet qui a le plus petit indice bi parmi tous les sommets de X adjacents à y et encore
non couplés. Lorsque ceux-ci sont rangés dans l'ordre <x, alors le sommet candidat au
couplage avec y est soit le premier dans cet ordre, soit le dernier. En e�et, en supposant
le contraire (c'est-à-dire l'existence d'un autre sommet ayant un indice bi strictement plus
petit), nous obtenons qu'au moins une des colonnes de la matrice sommets-vs-sommets n'a
pas la propriété des uns consécutifs, ce qui contredit l'hypothèse de double convexité.

S'appuyant sur cette remarque, Lipski et Preparata [112] proposent d'implanter l'en-
semble C comme une �le à double entrée. Ce type de �le permet l'insertion et la suppression
d'un élément à chaque bout de la �le [28, p. 198�199]. Ils montrent ainsi que l'heuristique de
Glover peut s'exécuter en temps O(n +m), à condition qu'une représentation doublement
convexe du graphe biparti soit fournie en entrée (notamment les ordres <x et <y) et que
celui-ci soit connexe. Ils donnent en outre une méthode pour déterminer en temps O(n+m)

les composantes connexes d'un graphe biparti convexe puis un algorithme en temps O(n)

pour tester si un graphe biparti convexe et connexe est doublement convexe (si tel est le cas,
leur algorithme renvoie une représentation doublement convexe), étant donnée en entrée une
représentation convexe ordonnée.
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La modi�cation de l'heuristique de Glover que nous avons décrite précédemment peut
elle aussi être implantée de manière plus e�cace lorsque l'on se restreint au cas doublement
convexe. Nous parvenons même à améliorer le résultat de Lipski et Preparata [112], en mon-
trant que le problème du couplage maximum pour un graphe biparti doublement convexe
et connexe peut être résolu en temps et espace O(n), étant donnée en entrée une représen-
tation doublement convexe de ce graphe. Avant de donner le détail de cette implantation,
nous allons en donner les grandes lignes.

Les sommets de Y sont balayés dans l'ordre <y pour être couplés. Soit y ∈ Y le premier
sommet non couplé dans cette ordre et C l'ensemble des sommets de X adjacents à y et
encore non couplés. Nous savons que le sommet de C candidat au couplage avec y est
soit le premier, soit le dernier dans l'ordre <x. Admettons que des indices g et d pointent
initialement sur un sommet quelconque de C. A�n de faire pointer l'indice g sur le premier
sommet C et l'indice d sur le dernier, il su�t de faire descendre l'indice d dans l'ordre <x

et remonter l'indice g dans l'ordre inverse. Si g < d (l'ensemble C contient au moins deux
sommets), alors le sommet x candidat au couplage avec y s'obtient en testant quel est, de g
ou de d, celui qui a le petit indice bi. Le sommet x devant par la suite être supprimé de la
liste, l'indice g ou d qui pointe sur x doit être mis à jour (voir la �gure 2.4). Comme dans
le cas simplement convexe, les sommets de C \ {x} (ensemble non vide puisque |C| ≥ 2)
restent des candidats potentiels pour un couplage avec le sommet de Y suivant.
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Figure 2.4 � Le cas g < d.

Si g = d (l'ensemble C contient un seul sommet), le sommet x s'obtient immédiatement
mais la mise à jour des indices g et d est légèrement plus complexe. Il nous faut déterminer
d'une part le prochain sommet de Y à coupler et d'autre part mettre à jour l'ensemble C

des candidats (voir la �gure 2.5). Du fait de la convexité sur X, ces derniers se trouvent
nécessairement parmi les prédécesseurs de x dans l'ordre <x ou bien parmi ses successeurs.
Comme l'exige la modi�cation de l'heuristique de Glover, nous devons choisir le sommet
ayant le plus petit indice ai. Le nouveau sommet y ∈ Y à coupler sera alors donné par la
valeur de cet indice ai.
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Figure 2.5 � Le cas g = d.

L'algorithme complet est détaillé ci-dessous. L'ensemble X, ordonné selon <x, est repré-
senté sous la forme d'une liste doublement chaînée avec les liens predi et succi associés à
chaque élément i ∈ X (des sentinelles sont placées en début et en �n de liste). Chaque fois
qu'un candidat x ∈ X au couplage avec un sommet y ∈ Y est trouvé, celui-ci est supprimé
de la liste et y est mis à jour (si le couplage entre x et y est possible), ce qui équivaut
à supprimer une colonne et éventuellement une ligne de la matrice sommets-vs-sommets
correspondante. Suite à cela, la matrice ne perd pas la propriété de double convexité, ce qui
assure la correction de l'algorithme. Il est à noter que l'algorithme balaye tous les sommets
de X sans exception (comme l'algorithme Couplage-Biparti-Convexe). L'algorithme se
termine lorsqu'il ne reste plus que les sentinelles dans liste (g = d = 0 ou g = d = n+ 1).

Algorithme Couplage-Biparti-Doublement-Convexe

Entrée : une représentation doublement convexe de B = (X,Y,E) ;

Sortie : un couplage maximumM dans B ;

Début ;

pour chaque i ∈ X faire predi ← i− 1, succi ← i+ 1 ;

succ0 ← 1, a0 ← 0, predn+1 ← n, an+1 ← 0 ;

déterminer un indice i pour lequel ai est minimum (1 ≤ i ≤ n) ;

M← ∅, y ← ai, g ← i, d← i ;

tant que g ≥ 1 et d ≤ n faire

tant que apredg
= y faire g ← predg ;

tant que asuccd = y faire d← succd ;

si g = d alors

x← g ;

si apredg
≥ asuccg alors g ← d← predg ;

sinon g ← d← succg ;

sinon (si g < d)

si bg ≤ bd alors x← g, g ← succg ;

sinon x← d, d← predd ;
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si y ≤ bx alorsM←M∪ {(x, y)}, y ← max{y + 1, ag} ;
succpredx

← succx, predsuccx ← predx ;

retournerM ;

Fin ;

Chaque sommet x ∈ X n'étant visité que deux fois et sa suppression de la liste ne
prenant qu'un temps O(1), nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.5 L'algorithme Couplage-Biparti-Proprement-Convexe retourne un cou-
plage maximum dans un graphe biparti doublement convexe et connexe B = (X,Y,E) en
temps et espace O(n), étant donnée en entrée une représentation doublement convexe de B.

Remarque. L'algorithme Couplage-Biparti-Proprement-Convexe peut servir de base à
un algorithme plus générique permettant de trouver en temps et espace O(n) un couplage
maximum dans un graphe biparti doublement convexe B = (X,Y,E), pas nécessairement
connexe, mais donné en entrée par une représentation convexe ordonnée. En e�et, il est
possible de déterminer en temps et espace O(n) les composantes connexes de B. Il su�t
pour cela de balayer les sommets de X dans l'ordre des ai croissants et de retenir le plus
grand indice bi parmi ceux des sommets inspectés : lorsque que le sommet x ∈ X courant
a un indice ax strictement supérieur à ce dernier, alors la composante connexe courante se
termine et une nouvelle débute. Ensuite, Lipski et Preparata [112] donne une procédure pour
déterminer la représentation doublement convexe d'un graphe biparti convexe et connexe
(s'il en existe une) en temps et espace O(n), étant donnée en entrée une représentation
convexe ordonnée de ce graphe.

Pour conclure, attardons-nous quelque peu sur certains graphes bipartis doublement
convexes que nous serons amenés à rencontrer plus tard, en particulier lors de l'étude du
problème Ordo pour les graphes d'intervalles propres et les graphes d'arcs propres. Soit
B = (X,Y,E) un graphe biparti convexe sur Y . Par analogie aux graphes d'intervalles,
nous dirons que B est proprement convexe si pour toute paire de sommets i, j ∈ X telle
que ai ≤ aj , nous avons aussi bi ≤ bj . En d'autres termes, les intervalles [ai, bi] (1 ≤ i ≤ n)
forme un ensemble d'intervalles propres sur Y et il existe un ordre linéaire <x sur X tel que
si i <x j avec i, j ∈ X, alors ai ≤ aj et bi ≤ bj . Clairement, cet ordre sur <x, qui s'obtient
simplement en triant les paires (ai, bi) par ordre lexicographique croissant, assure la double
convexité. En e�et, une fois les sommets de X ordonnés selon <x, il est aisé de véri�er que
la matrice sommets-vs-sommets possède la propriété des uns consécutifs pour les lignes et
les colonnes. Ainsi, tout graphe biparti proprement convexe est aussi doublement convexe
et le problème du couplage maximum dans ces graphes peut être résolu de façon e�cace à
l'aide de l'algorithme Couplage-Biparti-Doublement-Convexe.

Corollaire 2.4 Un couplage maximum peut être déterminé en temps et espace O(n) dans
les graphes bipartis proprement convexes, étant donnée en entrée une représentation convexe
ordonnée du graphe.

Toutefois, exhiber un couplage maximum dans un graphe biparti proprement convexe
s'avère être plus facile encore que pour les graphes bipartis doublement convexes. En e�et,
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l'ordre des ai étant le même que celui des bi, le sommet candidat au couplage avec un sommet
y ∈ Y est nécessairement le premier dans l'ensemble C (ordonné selon <x) des sommets
de X adjacents à y et encore non couplés. Par conséquent, un couplage maximum s'obtient
simplement par un balayage linéaire des sommets de X et Y dans l'ordre <x.

Remarque. Tester si un graphe biparti convexe B = (X,Y,E) est proprement convexe se fait
en temps et espace O(n), étant donnée une représentation convexe ordonnée de B. D'après
la dé�nition, il su�t de balayer les sommets de X en véri�ant que pour chaque i ∈ X,
ai−1 ≤ ai et bi−1 ≤ bi.

2.2.2 De la coloration des graphes d'intervalles

La première étape de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles consiste à déterminer une colo-
ration minimum de l'ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In} ; dans la deuxième étape, c'est
une clique maximum qu'il faut extraire de I. Souvent formalisés en d'autres termes que
ceux de la théorie des graphes, ces problèmes ont été étudiés il y a déjà plusieurs dizaines
d'années et divers algorithmes ont été proposés pour les résoudre. Les références sur le sujet
(regroupées pour la plupart dans [80, 81, 75]) font apparaître deux types d'algorithmes.
Nous avons d'un côté les algorithmes de type �géométrique�, qui travaillent sur les points
induits par les extrémités des intervalles sur l'axe des réels (voir par exemple [80, 81]) et
de l'autre les algorithmes de type �graphique�, qui travaillent sur le graphe d'intervalles
lui-même, généralement représenté par listes d'adjacence (voir par exemple [70, 124]).

Dans cette partie, nous présentons un nouvel algorithme de coloration pour les graphes
d'intervalles, qui, tout en se fondant sur des éléments de théorie des graphes, travaille sur
la représentation I = {I1, . . . , In} du graphe (comme l'algorithme 2-Ordo-Intervalles).
Cet algorithme s'exécute en temps et espace O(n) si les ordres <d et <g sont donnés en
entrée, et peut être modi�é pour exhiber dans le même temps une clique maximum. À notre
connaissance, seuls Gupta et al. [80] ont donné un algorithme d'une telle complexité (sans
toutefois prouver sa validité). Leur algorithme prend en entrée la liste des extrémités des
intervalles triées dans un certain ordre, qui correspond en fait à la fusion des deux ordres <d

et <g. Tous les autres algorithmes de la littérature reposent sur des heuristiques gloutonnes
basées sur le seul ordre <g (ou <d) et s'exécutent en temps O(n log n) ou O(n2), même si
l'ordre en question est fourni en entrée. D'ailleurs, nous conjecturons que si un seul des deux
ordres <g ou <d est donné en entrée, alors Ω(n log n) est une borne inférieure de complexité
pour ce problème.

Un nouvel algorithme de coloration

Tout d'abord, nous montrons que le problème de la coloration d'un graphe d'intervalles
peut se réduire à un problème de couplage maximum dans un graphe biparti. Notons Bi =

(X,Y,E) le graphe biparti tel que X = Y = I et E = {(Ii, Ij) | Ii ∈ X, Ij ∈ Y et Ii ≺ Ij}.

Lemme 2.5 Si c(Bi) dénote le cardinal d'un couplage maximum dans Bi, alors le nombre
chromatique χ(I) de l'ensemble I d'intervalles est exactement n− c(Bi).
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Preuve. La preuve que nous donnons est constructive : nous montrons comment construire
une partition S de I en stables à partir d'un couplageMi de Bi. Initialement, S est consti-
tué de n stables de taille un, chaque stable contenant un intervalle de I. Ensuite, pour
chaque arête (Ii, Ij) ∈ Mi, un nouveau stable Sij est construit par union du stable Si ∈ S
contenant l'intervalle Ii et du stable Sj ∈ S contenant l'intervalle Ij . L'ensembleMi étant
un couplage, celui-ci ne peut contenir deux arêtes incidentes à un même sommet. Par consé-
quent, l'intervalle Ii ne pourra être ici que l'intervalle le plus à droite de Si et Ij l'intervalle
le plus à gauche de Sj (puisque Ii ≺ Ij). De là, nous obtenons que l'ensemble Sij est un
stable et nous pouvons réaliser les opérations suivantes sur S de façon à diminuer de un son
cardinal : S ← S \ {Si}, S ← S \ {Sj}, S ← S ∪ {Sij}. Après un passage sur toutes les
arêtes deMi, nous aurons donc |S| = n− |Mi|. LorsqueMi est maximum, nous obtenons
|S| = n− c(Bi) et aussitôt l'inégalité (i) χ(I) ≤ n− c(Bi).

En constatant que la construction précédente est complètement réversible (c'est-à-dire
qu'en suivant le procédé inverse, nous pouvons construire un couplageMi de cardinal n−
χ(I) étant donnée une partition minimum de I en stables), nous avons l'inégalité (ii) c(Bi) ≥
n−χ(I). En joignant les inégalités (i) et (ii), nous obtenons �nalement que χ(I)+c(Bi) = n.

⊓⊔

Remarque. Il est à noter que le lemme 2.5 peut être généralisé en la proposition suivante,
établie en d'autres termes par Hopcroft et Karp [89] dans le cadre du problème de la décom-
position d'un ordre partiel en chaînes. Une chaîne (resp. antichaîne) dans un ordre partiel
correspond à une clique (resp. un stable) dans le graphe de comparabilité induit par celui-ci.

Proposition 2.6 Soit G = (V,A) un graphe dont le complément est transitivement orien-
table et Bg = (X,Y,E) le graphe biparti tel que X = Y = V et E = {(x, y) |x ∈
X, y ∈ Y et xy ∈ A⃗}. Si c(Bg) dénote le cardinal d'un couplage maximum dans Bg, alors
χ(G) = n− c(Bg).

Le lemme précédent traite du cas particulier des graphes d'intervalles. Toutefois, la
preuve que nous donnons repose uniquement sur le fait que le complément du graphe est le
graphe d'un ordre partiel, en l'occurrence le graphe de l'ordre ≺ d'intervalles. Nous laisserons
au lecteur le soin de véri�er qu'en utilisant un ordre partiel quelconque, la preuve en question
reste correcte.

Le lemme suivant dévoile, quant à lui, la structure singulière du graphe biparti Bi.

Lemme 2.6 Le graphe biparti Bi est proprement convexe. De plus, si (ai, bi) dénote l'in-
tervalle des sommets de Y adjacents au sommet Ii ∈ X et ordonnés selon <d, alors nous
avons bi = n pour tout sommet Ii ∈ X non isolé.

Preuve. La propriété se véri�e aisément après avoir ordonné les intervalles de X selon <d

et les intervalles de Y selon <g. Soit Ii ∈ X un sommet non isolé (c'est-à-dire adjacent à
au moins un sommet Y ) et Ij ∈ Y le sommet de plus petit indice j tel que (Ii, Ij) ∈ E. Par
dé�nition, nous avons que d(Ii) < g(Ij). Nous en déduisons que pour tout sommet Ij′ ∈ Y

avec j′ ≥ j, (Ii, Ij′) ∈ E. Cette assertion établit la Y -convexité de Bi, mais aussi que pour
tout sommet Ii ∈ X non isolé, bi = n. Puisque les sommets non isolés de X ont tous la
même extrémité bi, le graphe biparti est proprement convexe. ⊓⊔
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Remarque. De façon symétrique, si (aj , bj) dénote l'intervalle des sommets de X adjacents
au sommet Ij ∈ Y et ordonnés selon <g, alors nous avons aj = 1 pour tout sommet Ij ∈ Y

non isolé.

D'après les lemmes 2.5 et 2.6, le problème de la coloration d'un ensemble I d'intervalles
se réduit au problème du couplage maximum dans un graphe biparti proprement convexe.
L'algorithme de coloration est donc le suivant : construire le graphe biparti proprement
convexe Bi, déterminer un couplage maximum dans Bi, puis construire les stables à partir
du couplage. Chaque étape peut être e�ectuée en temps et espace linéaire, étant donnés en
entrée les ordres <d et <g sur I (en utilisant notamment la corollaire 2.4 et la construction
de la preuve du lemme 2.5). Par souci d'e�cacité, l'algorithme que nous présentons ci-après
ne marque pas ces trois étapes. En e�et, il n'est pas nécessaire de construire explicitement
le graphe biparti Bi (comme pour l'algorithme 2-Ordo-Intervalles) et la construction des
stables peut se faire en même temps que le couplage. Nous utilisons deux tableaux auxi-
liaires {xi}i=1,...,n et {yi}i=1,...,n pour stocker les indices des intervalles de I triés selon <d ou
<g, et un troisième tableau {zi}i=1,...,n pour retenir l'indice k du stable auquel un intervalle
Ii ∈ I appartient.

Algorithme Coloration-Intervalles ;

Entrée : un ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In}, les ordres <d et <g sur I ;
Sortie : une coloration optimale S de I ;
Début ;

soit x1, . . . , xn les indices des intervalles de I dans l'ordre <d ;

soit y1, . . . , yn les indices des intervalles de I dans l'ordre <g ;

S ← ∅, S1 ← · · · ← Sn ← ∅, z1 ← · · · ← zn ← 0, j ← 1, k ← 1 ;

pour i de 1 à n faire

tant que j ≤ n et d(Ixi) ≥ g(Iyj ) faire j ← j + 1 ;

si j ≤ n alors

si zxi = 0 alors

k ← k + 1, Sk ← {Ixi , Iyj} ;
zxi ← k, zyj ← k ;

sinon

k′ ← zxi ; Sk′ ← Sk′ ∪ {Iyj} ;
zyj ← k′ ;

retourner S ← {S1, . . . , Sk} ;
Fin ;

Proposition 2.7 L'algorithme Coloration-Intervalles retourne en temps et espace O(n)

une coloration minimum d'un ensemble I de n intervalles, étant donnés en entrée les ordres
<d et <g sur I.

Puisqu'une représentation par intervalles ordonnée (selon <d ou <g) peut être obtenue
en temps et espace linéaire à partir d'un graphe d'intervalles ou de son complément [82],
nous obtenons les corollaires suivants.

Corollaire 2.5 Le problème de la coloration minimum peut être résolu en temps et espace
linéaire pour les graphes d'intervalles.
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Corollaire 2.6 Le problème de la partition minimum en cliques peut être résolu en temps
et espace linéaire pour les compléments de graphes d'intervalles.

Corollaire 2.7 Le problème de la décomposition minimum en chaînes peut être résolu en
temps et espace linéaire pour les ordres d'intervalles.

Un algorithme pour la clique maximum

Dans leur article, Gupta et al. [81] a�rment qu'il est possible de modi�er leur algorithme
de coloration pour trouver une clique maximum sans en augmenter la complexité. Malheu-
reusement, ils ne donnent aucune indication sur comment y parvenir. Nous comblons ici
cette lacune en proposant un algorithme permettant d'exhiber simplement une clique maxi-
mum de I à partir de la coloration fournie par l'algorithme Coloration-Intervalles.

Algorithme Clique-Intervalles ;

Entrée : un ensemble d'intervalles I = {I1, . . . , In}, les ordres <d et <g sur I ;
Sortie : une clique maximum C de I ;
Début ;

S ← Coloration-Intervalles(I, <d, <g) ;

soit i∗ l'indice du premier intervalle inséré dans le dernier stable Sχ(G) ∈ S ;

C ← ∅ ;
pour i de 1 à n faire

si g(Ii∗) ∈ Ii alors C ← C ∪ {Ii} ;
retourner C ;

Fin ;

Proposition 2.8 L'algorithme Clique-Intervalles retourne en temps et espace O(n) une
clique maximum d'un ensemble I de n intervalles, étant donnés en entrée les ordres <d et
<g sur I.

Preuve. Soit i∗ l'indice du premier intervalle à avoir été inséré dans le dernier stable Sχ(G) ∈
S. Dans chaque stable de S, il existe un et un seul intervalle contenant g(Ii∗) (deux intervalles
d'un même stable ne peuvent contenir un même point de la droite). Supposons maintenant
que dans le stable Su (1 ≤ u ≤ χ(G)), aucun intervalle ne contienne g(Ii∗) et notons j∗

l'indice du premier intervalle à avoir été inséré dans Su. Puisque l'intervalle Ii∗ a été placé
dans le dernier stable de S, celui-ci a nécessairement la plus grande extrémité droite parmi
tous les intervalles qui ont été insérés en première position dans les di�érents stables de la
partition. Par conséquent, nous avons d(Ij∗) < g(Ii∗). D'autre part, si l'algorithme n'a pas
placé Ii∗ dans Su, c'est nécessairement parce que celui-ci chevauche un intervalle Ij ∈ Su.
Or, par hypothèse, ce dernier doit avoir une extrémité gauche supérieure à celle de Ii∗ .
D'après l'algorithme, c'est donc Ii∗ qui aurait dû être choisi pour intégrer le stable Su et
non l'intervalle Ij , ce qui est une contradiction. ⊓⊔

Corollaire 2.8 Le problème de la clique maximum peut être résolu en temps et espace
linéaire pour les graphes d'intervalles.
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Corollaire 2.9 Le problème du stable maximum peut être résolu en temps et espace linéaire
pour les compléments de graphes d'intervalles.

Corollaire 2.10 Le problème de l'antichaîne maximum peut être résolu en temps et espace
linéaire pour les ordres d'intervalles.

Bornes inférieures de complexité

Pour conclure, nous discutons des bornes inférieures de complexité relatives aux pro-
blèmes que nous venons d'étudier. Tout d'abord, voici un premier résultat de complexité
pour un problème mettant en jeu un ensemble d'intervalles.

Proposition 2.9 (Shamos et Hoey, 1976 � Fredman et Weide, 1978) Il n'existe au-
cun algorithme déterministe pouvant décider en moins de Ω(n log n) comparaisons si n in-
tervalles aux extrémités entières sont deux-à-deux disjoints.

Gupta et al. [80, 81] donnent dans leurs articles plusieurs références au sujet de ce
résultat. En remarquant que déterminer si n intervalles d'un ensemble I sont deux-à-deux
disjoints revient à savoir si ω(I) = χ(I) = 1 ou encore α(I) = κ(I) = n, ils déduisent de
cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 2.11 (Gupta et al., 1979) Soit I un ensemble de n intervalles aux extrémités
entières. Aucun algorithme déterministe ne peut calculer en moins de Ω(n log n) comparai-
sons une coloration minimum, une clique maximum, une partition minimum en cliques, ou
encore un stable maximum dans I.

En d'autres termes, si aucun des deux ordres <g ou <d sur I n'est fourni en entrée, alors
aucun algorithme ne peut déterminer une solution à un de ces quatre problèmes en un temps
inférieur à Ω(n log n). Les algorithmes Coloration-Intervalles et Clique-Intervalles sont
donc optimaux en temps et espace, les ordres <g et <d s'obtenant en temps O(n logn) et
espace O(n) par un simple tri des extrémités.

Toutefois, nous pensons que l'assertion suivante, plus �ne, doit pouvoir être démontrée :
aucun algorithme déterministe ne peut calculer en moins de Ω(n log n) comparaisons une
coloration minimum, une clique maximum, ou encore un couplage maximum d'intervalles
disjoints dans I, étant donné en entrée un seul des deux ordres <g et <d sur I. Voici une
instance I pour laquelle ces trois problèmes sont équivalents et où les deux ordres <g et <d

semblent nécessaires à l'obtention une solution optimale. L'ensemble I, de cardinal pair, est
subdivisé en deux sous-ensembles Ig et Id de taille égale, chacun contenant n/2 intervalles.
Les intervalles de l'ensemble Ig ont comme extrémité gauche 1 et les intervalles de l'ensemble
Id ont comme extrémité droite n. Les extrémités droites (resp. gauches) des intervalles de
Ig (resp. Id) sont arbitrairement comprises entre 1 et n (voir la �gure 2.6).

Par dé�nition, les ensembles Ig et Id induisent chacun une clique de taille n/2. La
question est de décider s'il existe une coloration de I de cardinal n/2. Clairement, cela
équivaut à décider s'il existe une clique de taille strictement supérieure à n/2, ou encore un
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couplage d'intervalles disjoints de cardinal n/2. Si les deux ordres <g et <d sont connus,
alors n'importe lequel des trois algorithmes Coloration-Intervalles, Clique-Intervalles
ou bien 2-Ordo-Intervalles permet de répondre à cette question en temps et espace O(n).
Si aucun de ces deux ordres n'est connu, alors aucun algorithme ne peut répondre à cette
question en un temps inférieur à Ω(n log n), d'après le corollaire 2.11. Nous conjecturons
alors qu'il en est de même si un seul des deux ordres <g et <d est connu.

<g<d

Ig Id

Figure 2.6 � L'instance I = Ig ∪ Id.

Remarque. D'un autre côté, le calcul d'un stable maximum ou d'une partition minimum en
cliques ne prend qu'un temps et espace O(n) lorsqu'un seul des deux ordres <g et <d est
connu [28, p. 324�327].

2.3 Quelques cas polynomiaux

Baker et Co�man [6] ont donné un algorithme en temps et espace O(n+ k2 log k) pour
résoudre le problème Ordo pour les forêts. Tout graphe d'intervalles biparti formant une
forêt, nous avons immédiatement le résultat suivant.

Proposition 2.10 (Baker et Co�man, 1996) Le problème Ordo peut être résolu en temps
et espace O(k2 log k + n) pour les graphes d'intervalles bipartis.

Dans cette dernière section, nous montrons que le problème Ordo peut être traité en
temps et espace linéaire pour deux autres sous-classes que nous avons présentées dans le
chapitre introductif : les graphes d'intervalles propres et les graphes à seuil.

2.3.1 Un algorithme linéaire pour les graphes d'intervalles propres

Dans leur article, Andrews et al. [3] proposent un algorithme plus simple pour détermi-
ner un couplage maximum d'intervalles disjoints lorsque les intervalles sont propres. Leur
algorithme s'exécute en temps O(log n) sur une architecture PRAM EREW à O(n/ log n)

processeurs si les extrémités des intervalles sont triées en entrée (se reporter à [28, p. 675�715]
pour une introduction à l'algorithmique parallèle). La version séquentielle de leur algorithme
s'exécute en temps et espace O(n) sous les mêmes conditions. Bien que l'algorithme soit plus
simple, celui-ci fait tout de même appel à une procédure de couplage externe pour calculer
le cardinal du couplage maximum.
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Lorsque les intervalles sont propres, le graphe biparti Bc dé�ni dans l'algorithme 2-

Ordo-Intervalles n'est plus seulement convexe, mais proprement convexe. En e�et, après
avoir ordonné les intervalles de C et de I \ C selon <g, le lecteur pourra véri�er que pour
tout sommet i ∈ X (1 ≤ i ≤ n − 1), nous avons ai ≤ ai+1 et bi ≤ bi+1. Suite à la pro-
position 2.4, l'implantation de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles peut donc être largement
simpli�ée dans le cas des graphes d'intervalles propres. Dans cette partie, nous dépassons
ce résultat en présentant un algorithme linéaire de type glouton pour résoudre le problème
Ordo pour les graphes d'intervalles propres quel que soit k, et non plus uniquement pour
k = 2. Pour faciliter l'écriture de l'algorithme, les intervalles et les stables seront ici numé-
rotés à partir de zéro.

Algorithme Ordo-Intervalles-Propres ;

Entrée : un ensemble I = {I0, . . . , In−1} d'intervalles propres ordonné, un entier k ;

Sortie : une solution optimale S au problème Ordo pour I ;
Début ;

calculer ω(I) ;
χ(I, k)← max(ω(I), ⌈n/k⌉) ;
S0 ← · · · ← Sχ(I,k)−1 ← ∅ ;
pour i de 0 à n− 1 faire

u← i mod χ(I, k), Su ← Su ∪ {Ii} ;
retourner S ← {S1, . . . , Sχ(I,k)} ;

Fin ;

Proposition 2.11 L'algorithme Ordo-Intervalles-Propres retourne une solution opti-
male en temps et espace O(n) au problème Ordo pour un ensemble I de n intervalles
propres, ordonné selon <g en entrée.

Preuve. La taille ω(I) d'une clique maximum de I peut être obtenue en temps et espaceO(n)

par l'algorithme Clique-Intervalles détaillé p. 45 (lorsque les intervalles sont propres, les
ordres <g et <d se confondent). Ensuite, le reste de l'algorithme s'exécute en temps et espace
O(n). Pour conclure, nous prouvons que l'ensemble S de stables retourné par l'algorithme
forme une solution optimale pour le problème Ordo.

Tout d'abord, nous a�rmons que les stables S0, . . . , Sχ(I,k)−1 ont tous une taille au
plus k. D'après l'algorithme, les stables sont de taille égale (à une unité près, si n n'est
pas un multiple de k). Ainsi, l'existence d'un stable de taille strictement supérieure à k

impliquerait n > kχ(I, k), ce qui est une contradiction. Maintenant, supposons que deux
intervalles Ii, Ij ∈ Su avec i < j se chevauchent (0 ≤ u ≤ χ(I, k)−1). Par l'algorithme, nous
avons i = u+ αχ(I, k) et j = u+ βχ(I, k) avec α < β. Quand les intervalles sont propres,
les extrémités gauches apparaissent dans le même ordre que les extrémités droites. De ce
fait, les intervalles Ii, Ii+1, . . . , Ij−1, Ij contiennent tous la portion [g(Ij), d(Ii)] de la droite,
induisant ainsi une clique de taille j − i + 1 = (β − α)χ(I, k) + 1 > χ(I, k). L'existence
d'une telle clique implique donc une contradiction et l'ensemble S forme bien une partition
de G en stables de taille au plus k. Comme max(ω(I), ⌈n/k⌉) est une borne inférieure pour
χ(I, k), l'ensemble S est en plus de cardinal minimum. ⊓⊔
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Corollaire 2.12 Pour tout graphe G d'intervalles propres, l'égalité

χ(G, k) = max{ω(G), ⌈n/k⌉}

est satisfaite quel que soit k.

Puisqu'une représentation par intervalles propres ordonnée (selon <g) peut être calculée
en temps et espace linéaire à partir d'un graphe d'intervalles propres [31], nous obtenons le
corollaire suivant.

Corollaire 2.13 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace linéaire pour les
graphes d'intervalles propres.

2.3.2 Un algorithme linéaire pour les graphes à seuil

Comme le montre la �gure 1.17, les graphes à seuil forment une sous-classe des graphes
d'intervalles, des graphes de permutation ou encore des graphes scindés. Alors que le pro-
blème est NP-di�cile pour les graphes d'intervalles ou de permutation [14, 100], celui-ci
devient polynomial lorsque l'on se restreint aux graphes scindés [113, 14] et a fortiori aux
graphes à seuil.

Après avoir rappelé le résultat de Lonc [113] et Bodlaender et Jansen [14] concernant les
graphes scindés, nous montrons que le problème peut être résolu en temps et espace linéaire
pour les graphes à seuil, et même plus généralement pour une classe de graphes que nous
appellerons graphes scindés S-convexes, par analogie aux graphes bipartis convexes.

Exclusion mutuelle par un graphe scindé

Lonc [113] et Bodlaender et Jansen [14] ont indépendamment montré que le problème
Ordo peut être résolu en temps et espace polynomial pour les graphes scindés. Nous rappe-
lons qu'un graphe scindé est de la forme G = (S,C,E) où S est un stable, C une clique et
E l'ensemble des arêtes reliant les sommets de S à ceux de C. Par concision, nous écrirons
s = |S| et c = |C|.

Alors que Lonc [113] réduit le problème Ordo à un problème de couplage maximum
dans un graphe biparti, Bodlaender et Jansen [14] démontrent que celui-ci est équivalent à
un problème de �ot maximum. Les deux algorithmes sont tous deux basés sur l'observation
suivante, où ϑ(G) dénote le nombre maximum de sommets de S qui appartiennent à des
stables disjoints contenant chacun un sommet de C et de taille au plus k.

Lemme 2.7 Soit G = (S,C,E) un graphe scindé et k ≥ 2 un entier. Alors χ(G, k) =

c+ ⌈(s− ϑ(G))/k⌉.

Preuve. Les sommets de C doivent être placés dans des stables di�érents, ce qui implique
χ(G, k) ≥ c. Après avoir extrait les ϑ(G) sommets qui appartiennent à des stables disjoints
contenant chacun un sommet de C et de taille au plus k, les sommets de S restants peuvent
donc être groupés en ⌈(s− ϑ(G))/k⌉ stables de taille au plus k. ⊓⊔
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Lonc [113] montre que la valeur ϑ(G) correspond au cardinal d'un couplage maximum
dans un certain graphe biparti, noté Bl. La partition optimale de G en stables de taille
au plus k s'obtient ensuite à partir du couplage. Le graphe biparti Bl s'obtient de la façon
suivante : remplaçons chaque sommet u ∈ C par k − 1 sommets u1, . . . , uk−1 et joignons
chacun de ces derniers à tous les sommets de S non connectés à u, puis supprimons toutes
les anciennes arêtes du graphe (y compris celles de C). Le nombre de sommets de ce graphe
est alors s+kc et son nombre d'arêtes de l'ordre de O(ksc). Par conséquent, sa construction
peut s'e�ectuer en temps et espace O(ksc) et un couplage maximum s'obtenir en temps
O(ksc

√
s+ kc) [89]. Ensuite, voici comment obtenir une partition de G en stables de taille

au plus k : pour chaque sommet u ∈ C, dé�nissons un stable contenant u et les sommets
de S couplés aux sommets u1, . . . , uk−1, puis découpons de façon optimale l'ensemble des
sommets qui restent dans S. Ce travail ne consommant qu'un temps O(s+kc), la méthode de
Lonc s'exécute �nalement en temps O(ksc

√
s+ kc) et espace O(ksc), c'est-à-dire en temps

O(k1.5n2.5) et espace O(kn2) avec n le nombre total de sommets du graphe.

Proposition 2.12 (Lonc, 1991) Le problème Ordo peut être résolu en temps O(k1.5n2.5)

et espace O(kn2) pour les graphes scindés.

Bodlaender et Jansen [14] obtiennent le même résultat en calculant un �ot maximum au
travers d'un réseauD qu'ils dé�nissent comme suit. Soit a et b les deux sommets représentant
respectivement la source et le puits. Le sommet a est relié à tous les sommets de C par
des arcs sortants et le sommet b à tous les sommets de S par des arcs entrants. Pour
chaque paire de sommets u ∈ C et v ∈ S, un arc de u vers v est dé�ni si uv /∈ E et
comme précédemment, toutes les arêtes de C sont supprimées. Les capacités des arcs sont
0 ≤ c(a, u) ≤ min{d(u), k − 1} pour tout u ∈ C (où d(u) dénote le degré sortant de u),
0 ≤ c(u, v) ≤ 1 et 0 ≤ c(v, b) ≤ 1 pour tout u ∈ C et v ∈ S. La construction de ce graphe
demande O(sc) temps et espace. Ensuite, un �ot maximum peut être calculé en utilisant la
méthode d'augmentation du �ot de Ford et Fulkerson (cf. [149, p. 97�99] ou [28, p. 577�589]
pour plus de détails). La valeur d'un �ot maximum est ici égal à ϑ(G) ≤ s et les capacités
des arcs sont entières. Par conséquent, au plus s augmentations de �ot sont nécessaires
à l'obtention d'un �ot maximum. Chaque augmentation de �ot peut se faire en temps et
espace O(sc) le long d'un chemin améliorant obtenu par une recherche en largeur dans le
réseau résiduel (ce dernier comportant au plus O(sc) arcs). Ainsi, la recherche d'un �ot
maximum prend un temps O(s2c) et un espace O(sc). En�n, nous pouvons déterminer une
partition de G en stables de taille au plus k comme suit : pour chaque sommet de u ∈ C,
dé�nissons un stable contenant u et tous les sommets de S reliés à u par un arc saturé par
le �ot, puis découpons de façon optimale l'ensemble des sommets qui restent dans S. En
résumé, la méthode de Bodlaender et Jansen s'exécute en temps O(s2c) et espace O(sc),
c'est-à-dire en temps O(n3) et espace O(n2) avec n le nombre total de sommets du graphe.

Proposition 2.13 (Bodlaender et Jansen, 1995) Le problème Ordo peut être résolu
en temps O(n3) et espace O(n2) pour les graphes scindés.

Remarque. L'utilisation d'un algorithme générique de �ot maximum ne permet pas ici
d'améliorer signi�cativement la complexité asymptotique de la méthode. Pour une revue
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complète sur l'évolution de la complexité des algorithmes de �ot maximum, nous invitons
le lecteur à consulter [149, p. 97�112] et [137, p. 160�161].

Du point de vue de la complexité, l'algorithme de Bodlaender et Jansen sera donc préféré
à celui de Lonc, à moins que k = O(1). À présent, nous montrons qu'abaisser les bornes des
propositions 2.12 et 2.13 n'est pas tâche facile.

Proposition 2.14 Le problème Ordo pour les graphes scindés est aussi di�cile que le
problème du couplage maximum dans un graphe biparti lorsque k ≥ 2.

Preuve. D'après la proposition 2.12, le problème Ordo pour les graphes scindés se réduit
à un problème de couplage dans un graphe biparti. En fait, l'inverse est aussi vrai. Pour
résoudre un problème de couplage maximum dans un graphe biparti B = (X,Y,E), nous
pouvons dé�nir un graphe scindé G′ = (S,C,E′) où S = X, C = Y et E′ contient toutes
les paires de sommets uv tel que u ∈ X, v ∈ Y et uv /∈ E ainsi que toutes les paires de
sommets dans C. Nous remarquons alors qu'à toute solution du problème Ordo pour G′

(pour n'importe quel k ≥ 2) correspond un couplage maximum dans G. ⊓⊔

Corollaire 2.14 Le problème Ordo pour les graphes triangulés est aussi di�cile que le
problème du couplage maximum dans un graphe biparti lorsque k ≥ 2.

Remarque. Dahlhaus et Karpinski [36] ont montré que le problème Ordo pour les complé-
ments des graphes d'intersection des chemins dans un arbre, une sous-classe des compléments
de graphes triangulés englobant les compléments de graphes d'intervalles, est aussi di�cile
que le problème du couplage maximum dans les graphes bipartis lorsque k ≥ 2. Nous rappe-
lons qu'à ce jour, la complexité du problème Ordo reste inconnue pour les graphes triangulés
lorsque k = 3 et pour leurs compléments même lorsque k est �xé.

Le cas des graphes scindés S-convexes ou à seuil

Par analogie aux graphes bipartis, nous dirons qu'un graphe scindé G = (S,C,E) est
S-convexe s'il existe un ordre linéaire sur les sommets de S tel que pour tout sommet i ∈ C,
les sommets de S adjacents à i ∈ C apparaissent consécutivement dans cette ordre. Une
représentation S-convexe de G est donnée par l'ordre sur les sommets de S et pour chaque
sommet i ∈ C, deux valeurs ai et bi, respectivement les indices des premier et dernier
sommets dans l'intervalle (ordonné) des sommets adjacents à i.

Proposition 2.15 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace O(n) pour les
graphes scindés S-convexes, étant donnée en entrée une représentation S-convexe du graphe.

Preuve. La preuve repose sur le fait que le graphe biparti Bl dé�ni dans la méthode de
Lonc (voir la proposition 2.12) est convexe sur un cercle dans le cas des graphes scindés S-
convexes. En e�et, soit G = (S,C,E) un graphe scindé S-convexe et < l'ordre linéaire sur les
sommets de S. Les sommets de S adjacents à un sommet i ∈ C apparaissent consécutivement
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dans l'ordre <. En étendant cet ordre < en un ordre circulaire <c (le premier sommet de S
dans l'ordre < devient alors le successeur du dernier sommet de S dans ce même ordre), les
sommets de S non adjacents à i apparaissent consécutivement dans l'ordre <c.

Une représentation convexe sur le cercle de Bl peut être obtenue à partir de la représen-
tation S-convexe de G par un simple balayage des sommets de C. D'après Liang et Blum
[110], un couplage maximum dans le graphe biparti Bl peut être déterminé à l'aide de deux
passes de l'algorithme de Glover [73]. En s'appuyant sur cette remarque et en modi�ant
l'algorithme de Glover de façon à autoriser la sélection de k − 1 arêtes incidentes (et non
plus une seule) pour chaque sommet i ∈ C, l'algorithme de Lonc peut être simulé en temps
et espace O(s+ c), sans avoir construire explicitement le graphe Bl. En e�et, le nombre de
sommets sélectionnés pour coupler avec des sommets de C reste inférieur à s ≤ n, le nombre
de sommets de l'ensemble S. ⊓⊔

Comme pour les graphes bipartis, une représentation S-convexe peut être déterminée en
temps et espace linéaire à l'aide d'un algorithme de reconnaissance de la propriété des uns
consécutifs [82]. Par conséquent, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.15 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace linéaire pour les
graphes scindés S-convexes.

Nous conclurons cette section en abordant le cas particulier des graphes à seuil. Nous
rappelons qu'un graphe à seuil G = (S,C,E) est composé d'une clique C = C1 ∪ · · · ∪ Cr

et d'un stable S = S1 ∪ · · · ∪ Sr (avec r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel
qu'un sommet de Si est adjacent à un sommet de C ′

i si et seulement si i′ > i pour tout
i, i′ ∈ {1, . . . , r}. Une telle représentation peut être calculée en temps et espace linéaire à
partir de la partition des sommets du graphe selon leur degré (cf. [75, p. 223�227] pour
plus de détails). Les graphes à seuil s'avèrent être des graphes scindés doublement convexes,
c'est-à-dire à la fois convexes sur S et sur C.

Lemme 2.8 Tout graphe à seuil G = (S,C,E) est un graphe scindé doublement convexe.
De plus, les sommets de S peuvent être ordonnés tel que pour tout sommet i ∈ C connecté
par au moins une arête à S, nous ayons ai = 1.

La preuve du lemme s'obtient sans di�culté à partir de la dé�nition d'un graphe à
seuil. De là, il est tout aussi facile de voir qu'un simple balayage linéaire des sommets de
C = C1 ∪ · · · ∪Cr et S = S1 ∪ · · · ∪ Sr dans l'ordre permet d'obtenir une solution optimale
au problème Ordo.

Corollaire 2.16 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace linéaire pour les
graphes à seuil.



Chapitre 3

Exclusion mutuelle par un graphe

d'arcs ou de tolérances

Comme nous l'avons mentionné dans le théorème 1.1, le résultat de Bodlaender et Jansen
[14] concernant la complexité du problème Ordo pour les graphes d'intervalles implique de
fait que le problème reste NP-di�cile pour les graphes d'arcs et les graphes de tolérances
bornées, même lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à quatre. Dans ce chapitre,
nous étudions avec plus de détails la complexité du problème Ordo pour ces deux classes
de graphes 1. Tout d'abord, nous montrons que le problème peut être résolu en temps O(n2)

pour les graphes d'arcs propres ; un algorithme en temps et espace linéaire est aussi fourni
pour le cas particulier k = 2. Ensuite, nous complétons le théorème 1.1 de Bodlaender
et Jansen [14] en démontrant que le problème 3-Ordo reste NP-di�cile pour les graphes
de tolérances bornées dont tout cycle de longueur supérieure ou égale à cinq possède au
moins deux cordes. Ce résultat implique notamment que le problème reste NP-di�cile
pour les graphes de Meyniel et les graphes faiblement triangulés dont le complément est de
comparabilité, même avec k ≥ 3 �xé.

3.1 Le cas des graphes d'arcs propres

Le théorème 1.1 semble condamner tout tentative de recherche d'un algorithme polyno-
mial pour le problème Ordo restreint aux graphes d'arcs circulaires (excepté pour k = 3,
qui reste un problème ouvert). Nous nous intéressons dans cette section à une sous-classe
naturelle des graphes d'arcs : les graphes d'arcs propres. Cette classe englobe les graphes
d'arcs unitaires et surtout les graphes d'intervalles propres que nous avons étudiés dans le
chapitre précédent. Nous montrons que le problème peut être résolu en temps et espace
O(n2) pour les graphes d'arcs propres et même en temps et espace linéaire lorsque k = 2.

Nous travaillerons sur une représentation par arcs ouverts du graphe d'arcs. Nous rap-
pelons qu'un arc fermé A = [a, b] (resp. un arc ouvert A =]a, b[) du cercle est toujours

1. Les résultats présentés dans ce chapitre apparaissent en partie dans [66]. À ce propos, nous nous
devons de procéder à la recti�cation suivante : contrairement à ce qui est annoncé dans [66], la complexité
du problème Ordo pour les graphes d'arcs reste une question ouverte lorsque k = 3.

53
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dé�ni dans le sens des aiguilles d'une montre, c'est-à-dire de l'extrémité a vers l'extrémité
b. L'extrémité a est appelée extrémité scm (i.e. dans le sens contraire des aiguilles d'une
montre), tandis que l'extrémité b est appelée extrémité sm (i.e. dans le sens des aiguilles
d'une montre).

Un algorithme quadratique pour le cas général

L'algorithme que nous proposons repose sur le paradigme de l'échange bichromatique
de sommets, particulièrement étudié par De Werra [42] dans le contexte des problèmes de
coloration d'arêtes et d'emploi du temps.

Lemme 3.1 Soit G un graphe d'arcs propres et Su, Sv deux stables disjoints de G. Si les
stables Su et Sv sont de taille di�érente, alors toute composante connexe du graphe biparti
induit par ces deux mêmes stables est isomorphe à une chaîne.

Preuve. G étant un graphe d'arcs propres, celui-ci ne peut contenir K1,3 comme sous-graphe
induit. De là, nous pouvons en déduire que toute composante connexe du graphe biparti
induit par Su et Sv forme une chaîne ou bien un cycle pair (tous les sommets du graphe
biparti sont de degré au plus deux). Maintenant, considérons un cycle pair C dans une
représentation par arcs propres de ce graphe biparti. Clairement, les arcs correspondant
aux sommets du cycle C doivent couvrir la totalité du cercle autour duquel est dé�nie la
représentation (voir la �gure 3.1).

Figure 3.1 � Une représentation du cycle pair C6 par arcs propres.

Les stables Su et Sv étant de taille di�érente, admettons sans perte de généralité que
|Su| > |Sv| > 1. Clairement, il existe un sommet de Su n'appartenant pas au cycle C. Or,
l'arc correspondant à ce sommet est nécessairement intercalé entre deux arcs du stable Su

qui appartiennent au cycle C. Par conséquent, celui-ci est entièrement recouvert par un arc
de Sv, ce qui contredit le fait que les arcs sont propres. Ainsi, toute composante connexe du
graphe biparti ne peut être isomorphe qu'à une chaîne. ⊓⊔

Lemme 3.2 Soit G un graphe d'arcs propres et k un entier positif quelconque. Il existe une
coloration minimum du graphe G tel qu'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
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(a) chaque couleur apparaît au plus k fois ;
(b) chaque couleur apparaît au moins k fois.

Preuve. Soit S = {S1, . . . , Sχ(G)} une coloration minimum du graphe G. Si cette coloration
ne satisfait pas la condition (a), ni la condition (b), alors nous montrons que l'algorithme
présenté ci-dessous nous ramène à une de ces deux conditions. Nous utilisons dans cet al-
gorithme la procédure Composantes-Connexes qui prend en entrée deux stables disjoints
Su, Sv du graphe G et renvoie en sortie l'ensemble B des composantes connexes du graphe
biparti induit par Su et Sv. Pour chaque composante connexe Br ∈ B, nous pouvons accéder
à l'ensemble Bu

r (resp. Bv
r ) des sommets de Br qui appartiennent à Su (resp. Sv).

Algorithme Raffiner-Coloration ;

Entrée : une coloration minimum S = {S1, . . . , Sχ(G)} de G, un entier k ;

Sortie : une coloration S satisfaisant une des deux conditions (a) ou (b) ;

Début ;

tant qu'il existe deux stables disjoints Su, Sv ∈ S avec |Su| > k et |Sv| < k faire

B ← Composantes-Connexes(Su, Sv) ;

tant que |Su| > k et |Sv| < k faire

choisir une composante connexe Br ∈ B tel que |Bu
r | = |Bv

r |+ 1 ;

échanger les sommets de Su et Sv correspondant respectivement à Bu
r et Bv

r ;

retourner S ;

Fin ;

Prouvons la correction de cet algorithme. Tout d'abord, nous a�rmons qu'après avoir
déterminé les composantes connexes du graphe biparti induit par les stables Su et Sv, il
existe e�ectivement une composante Br ∈ B tel que |Bu

r | = |Bv
r |+1, et ce tant que |Su| > k

et |Sv| < k. D'après le lemme précédent, chaque composante connexe Br doit satisfaire à une
des trois conditions suivantes : (i) Br est une chaîne impaire et |Bu

r | = |Bv
r |, (ii) Br est une

chaîne paire et |Bu
r |+1 = |Bv

r |, (iii) Br est une chaîne paire et |Bu
r | = |Bv

r |+1. Les inégalités
|Su| > k et |Sv| < k imposant que |Su| ≥ |Sv|+2, au moins deux composantes connexes du
graphe biparti doivent respecter la condition (iii), ce qui justi�e notre a�rmation. En�n, à
chaque passage dans la première boucle tant que, un stable de S voit sa taille �xée à k.
Ainsi, après au plus χ(G) tours de boucle, l'algorithme retournera une coloration satisfaisant
une des deux conditions du lemme. ⊓⊔

A présent, nous pouvons décrire l'algorithme complet de résolution du problème Ordo
pour les graphes d'arcs propres. Pour faciliter l'écriture de l'algorithme, les arcs ainsi que
les stables sont numérotés à partir de zéro.

Algorithme Ordo-Arcs-Propres ;

Entrée : un ensemble A = {A0, . . . , An−1} d'arcs propres ordonné, un entier k ;

Sortie : une solution optimale S∗ au problème Ordo pour A ;

Début ;

calculer une coloration minimum S = {S0, . . . , Sχ(A)−1} de A ;

S ← Raffiner-Coloration(S, k), S∗ ← ∅ ;
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si tous les stables de S sont de taille au plus k alors S∗ ← S ;

sinon

si n n'est pas un multiple de k alors

extraire de n'importe quel stable de S un stable S′ de taille n mod k ;

ajouter S′ à S∗ et supprimer de A les arcs de S′ (n← n− n mod k) ;

numéroter les arcs qui restent dans A de 0 à n− 1 dans l'ordre circulaire ;

S0 ← · · · ← Sn/k−1 ← ∅ ;
pour i de 0 à n− 1 faire

u← i mod n/k, Su ← Su ∪ {Ai} ;
S∗ ← S∗ ∪ {S0, . . . , Sn/k−1} ;

retourner S∗ ;
Fin ;

D'après le lemme 3.2, deux cas se présentent une fois la coloration S ra�née : soit (a)
tous les stables ont une taille inférieure à k (c'est-à-dire χ(A) ≥ ⌈n/k⌉), soit (b) tous les
stables ont une taille supérieure à k et au moins un a une taille strictement supérieure à
k (c'est-à-dire χ(A) < ⌈n/k⌉). Dans le cas (a), la coloration S est une solution triviale au
problème Ordo. Analysons maintenant le comportement de l'algorithme dans le cas (b).

Tout d'abord, notons qu'extraire un stable S′ de taille n mod k < k de n'importe quel
stable de S est possible puisque tous ont une taille supérieure à k. De même, il est facile
de véri�er que les stables S0, . . . , Sn/k−1 ont tous une taille au plus k à l'issue de leur
construction. Supposons maintenant que deux arcs Ai, Aj ∈ A avec i < j se chevauchent
dans un stable Su (0 ≤ u ≤ n/k−1). Quand les arcs sont propres, l'ordre des extrémités sm
est le même que celui des extrémités scm. De ce fait, les arcs Ai, Ai+1, . . . , Aj−1, Aj incluent
tous la portion du cercle [scm(Aj), sm(Ai)] et induisent ainsi une clique de taille strictement
supérieure à ⌈n/k⌉ > χ(A), ce qui est une contradiction. Par conséquent, l'ensemble S∗
forme e�ectivement une partition de A en stables de taille au plus k. Cette partition étant
de cardinal ⌈n/k⌉, une borne inférieure pour χ(A, k), elle est en plus optimale.

À présent, voyons la complexité de l'algorithme. Une coloration minimum de A peut
être calculée en temps O(n1.5) [141], lorsque les arcs sont ordonnés. La complexité du reste
de l'algorithme est dominée par celle de l'algorithme Raffiner-Coloration. Nous avons vu
lors de la preuve du lemme 3.2 que cet algorithme s'arrêtait après χ(A) tours de boucle dans
le pire des cas. Les composantes connexes du graphe biparti induit par Su et Sv peuvent
être déterminées en temps et espace O(|Su| + |Sv|) par un balayage des arcs de Su ∪ Sv

dans l'ordre circulaire (l'ordre sur Su ∪ Sv est obtenu par simple fusion des ordres sur Su

et Sv). Correctement implanté, l'échange de sommets entre composantes peut aussi se faire
en temps et espace O(|Su|+ |Sv|). En résumé, l'algorithme Raffiner-Coloration s'exécute
dans le pire des cas en temps O(χ(A)n) et espace O(n).

Théorème 3.1 L'algorithme Ordo-Arcs-Propres retourne en temps O(n2) et espace O(n)

une solution optimale au problème Ordo pour un ensemble A de n arcs propres, ordonné
en entrée.

Puisqu'une représentation par arcs propres ordonnée peut être obtenue en temps et
espace linéaire [39], nous obtenons le corollaire suivant.
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Corollaire 3.1 Le problème Ordo peut être résolu en temps O(n2) et espace linéaire pour
les graphes d'arcs propres.

En accord avec la discussion précédente, nous obtenons aussi le corollaire suivant.

Corollaire 3.2 Pour tout graphe G d'arcs propres, l'égalité χ(G, k) = max{χ(G), ⌈n/k⌉}
est satisfaite quel que soit k.

Un algorithme linéaire pour k = 2

Pour clore cette section, nous proposons un algorithme linéaire pour résoudre le problème
Ordo pour les graphes d'arcs propres lorsque k = 2. Comme dans le cas général, nous
travaillerons sur une représentation A = {A1, . . . , An} par arcs propres ordonnée. Mais tout
d'abord, voici les grandes lignes de l'algorithme.

Après avoir calculé une clique maximum C dans A, deux cas seront considérés. Si cette
clique maximum n'est pas trop grande, soit ω(A) ≤ ⌊n/2⌋, alors un couplage maximum
d'arcs disjoints dans A sera déterminé de façon gloutonne, comme nous l'avons fait dans
la seconde partie de l'algorithme Ordo-Arcs-Propres. Dans le cas contraire, c'est-à-dire
ω(A) > ⌊n/2⌋, les arcs de la clique C seront divisés en deux catégories : les α-arcs et les
β-arcs. Notons ci l'arc de plus petite extrémité scm dans C, puis cj l'arc de plus grande
extrémité scm dans C qui contient sm(ci) (voir la �gure 3.2).

β-arcsα-arcs

β1

β2β1

β2

cj

ci

0

Figure 3.2 � Les α-arcs et les β-arcs d'une clique.

Il peut alors exister dans C des arcs contenant successivement dans le sens des aiguilles
d'une montre l'extrémité sm(cj) puis l'extrémité scm(ci), comme nous le montrons sur la
�gure 3.2. Ces arcs seront appelés β-arcs, et par opposition, tous les autres arcs de C se-
ront baptisés α-arcs (y compris ceux qui ne contiennent ni l'extrémité sm(ci) ni l'extrémité
sm(cj)). Il est à noter que la dé�nition des α-arcs et des β-arcs dans C variera selon la
représentation du graphe. Cα et Cβ dénoteront respectivement les ensembles des α-arcs et
β-arcs de la clique C (nous avons |C| = |Cα| + |Cβ |). De même, m(Cα) (resp. m(Cβ)) dé-
notera l'ensemble des arcs de A \ C candidats au couplage avec les arcs de Cα (resp. Cβ),
c'est-à-dire ne chevauchant pas au moins un arc de Cα (resp. Cβ). Dans le cas ω(A) > ⌊n/2⌋,
un couplage maximum s'obtiendra en réalisant un couplage maximum d'arcs disjoints entre
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Cα et m(Cα) puis entre Cβ et m(Cβ). Par la suite, nous verrons comment déterminer e�-
cacement ces deux couplages.

Algorithme 2-Ordo-Arcs-Propres ;

Entrée : un ensemble A = {A1, . . . , An} d'arcs propres ordonné ;

Sortie : une solution optimaleM au problème 2-Ordo pour A ;

Début ;

calculer une clique maximum C de A ;

M← ∅ ;
si ω(A) ≤ ⌊n/2⌋ alors

pour i de 1 à ⌊n/2⌋ faireM←M∪ {(Ai, A⌈n/2⌉+i)} ;
si n est impair alors ajouter àM l'arc A⌈n/2⌉ qui reste non couplé ;

sinon

soit C = Cα ∪ Cβ ;

calculer un couplage maximumMα entre les arcs de Cα et de m(Cα) ;

calculer un couplage maximumMβ entre les arcs de Cβ et de m(Cβ) ;

M←Mα ∪Mβ ;

retournerM ;

Fin ;

A présent, nous établissons la validité de l'algorithme. Tout d'abord, plaçons-nous dans
le cas où ω(A) ≤ ⌊n/2⌋ et rappelons que les arcs de A sont ordonnés. Supposons que
l'ensembleM exhibé ne soit pas valide, c'est-à-dire que deux arcs Ai et A⌈n/2⌉+i (1 ≤ i ≤
⌊n/2⌋) se chevauchent. Dans une représentation par arcs propres, deux arcs ne peuvent
pas se chevaucher de part et d'autre du cercle (cf. [75, p. 191�192]). Ainsi, nous avons
soit sm(Ai) ∈ A⌈n/2⌉+i, ou bien scm(Ai) ∈ A⌈n/2⌉+i. Quand les arcs sont propres, l'ordre
des extrémités scm autour du cercle est le même que celui des extrémités sm. Dans le
premier cas, cela implique le chevauchement de tous les arcs entre Ai et A⌈n/2⌉+i dans
l'ordre circulaire et dans le second, le chevauchement de tous les arcs entre A⌈n/2⌉+i et Ai

dans ce même ordre. Dans un cas comme dans l'autre, l'existence d'une clique de taille
⌊n/2⌋ + 1 est avérée, ce qui contredit notre hypothèse première. Comme ⌈n/2⌉ est une
borne inférieure pour χ(A, 2), l'ensembleM est non seulement valide mais aussi de cardinal
minimum.

Plaçons-nous maintenant dans le cas où ω(A) > ⌊n/2⌋. Nous admettrons que les deux
ensembles Cα = {α1, . . . , αu} et Cβ = {β1, . . . , βv} sont ordonnés de la façon suivante :
le premier arc de l'ensemble contient les extrémités scm de tous les autres arcs et les arcs
suivants sont rangés dans l'ordre circulaire dans le sens des aiguilles d'une montre. Les
deux lemmes suivants établissent que l'union des deux couplagesMα etMβ forme bien un
couplage maximum d'arcs disjoints dans A.

Lemme 3.3 Si l'ensemble Cβ n'est pas vide, alors tout arc de m(Cβ) (resp. m(Cα)) induit
une clique avec les arcs de Cα (resp. Cβ). De plus, nous avons |Cα| ≥ |m(Cα)| et |Cβ | ≥
|m(Cβ)|.

Preuve. Tout d'abord, montrons que l'ensemble Cα ∪m(Cβ) induit une clique. Cela impli-
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quera immédiatement que chaque arc de m(Cβ) induit une clique avec Cα. Par dé�nition
de Cβ , tout arc de m(Cβ) doit être inclus dans la portion ]scm(α1), sm(αu)[ du cercle.
Comme les arcs sont propres, tout arc de m(Cβ) doit contenir la portion [scm(αu), sm(α1)]

du cercle et Cα∪m(Cβ) induit bien une clique. Nous obtenons aussitôt que |Cβ | ≥ |m(Cβ)|,
puisque le contraire implique maintenant l'existence d'une clique de taille |Cα|+ |m(Cβ)| >
|Cα|+ |Cβ | = ω(A).

Ensuite, démontrons que tout arc de m(Cα) induit une clique avec les arcs de Cβ . Un
arc de m(Cα) ne peut pas être inclus dans la portion ]sm(αu), scm(α1)[ du cercle (sinon
celui-ci serait strictement contenu par un arc de Cβ). D'après la discussion précédente, il ne
peut pas non plus avoir ses deux extrémités dans la portion [scm(α1), sm(αu)] du cercle.
Par conséquent, tout arc m ∈ m(Cα) doit satisfaire à une des deux conditions suivantes : (i)
scm(m) ∈ [scm(α1), sm(αu)] et m ⊇ [scm(β1), sm(αu)], (ii) sm(m) ∈ [scm(α1), sm(αu)] et
m ⊇ [scm(α1), sm(βv)]. Dans le cas (i), l'arc m contient toutes les extrémités sm des arcs
de Cβ , alors que dans le cas (ii), celui-ci contient toutes les extrémités scm des arcs de Cβ.
Dans les deux cas, l'arc m chevauche donc tous les arcs de Cβ .

Pour conclure, nous montrons que |Cα| ≥ |m(Cα)|. Soit i le plus petit indice d'un arc
de Cα contenant scm(β1) et j le plus grand indice d'un arc de Cα contenant sm(βv). Si
plus de i− 1 arcs de m(Cα) satisfont la condition (i), alors ceux-ci induisent une clique de
taille strictement supérieure à ω(A) avec les arcs {αi, . . . , αu} ∪ {β1}. De même, si plus de
u − j arcs de m(Cα) satisfont la condition (ii), alors ceux-ci induisent une clique de taille
strictement supérieure à ω(A) avec les arcs {α1, . . . , αj} ∪ {βv}. Par conséquent, il ne peut
pas exister plus de u − j + i − 1 < u arcs dans m(Cα) (par dé�nition, nous avons que
i ≤ j − 1). ⊓⊔

Lemme 3.4 |Mα| = |m(Cα)| et |Mβ | = |m(Cβ)| (si l'ensemble Cβ n'est pas vide).

Preuve. Nous établirons seulement l'égalité |Mα| = |m(Cα)|, la preuve de l'égalité |Mβ | =
|m(Cβ)| étant complètement symétrique. Pour cela, supposons que |Mα| < |m(Cα)| et
notons m∗ un des arcs de m(Cα) qui reste non couplé à l'issue de l'algorithme.

Tout d'abord, nous a�rmons qu'il existe au moins un arc αj ∈ Cα tel que scm(m∗) ∈ αj .
Considérons qu'un tel arc n'existe pas et notons i le plus grand indice d'un arc de Cα non
couplé (il en existe au moins un puisque m∗ n'est pas couplé et que |m(Cα)| ≤ |Cα|).
Puisque scm(m∗) /∈ αi, nous devons avoir sm(m∗) ∈ αi (sinon m∗ serait couplé à αi par
l'algorithme). Maintenant considérons l'ensemble d'arcs M ⊆ m(Cα) couplés avec les arcs
αj ∈ Cα tel que j > i. Puisque l'algorithme ne les a pas couplés à αi, nous devons avoir
sm(m) ∈ αi pour tout arc m ∈ M . Comme les arcs sont propres, nous obtenons que
l'ensemble d'arcs {α1, . . . , αi} ∪ {m∗} ∪M induit une clique de taille |Cα| + 1, ce qui est
une contradiction, et l'a�rmation est démontrée. Nous noterons j∗ le plus petit indice d'un
arc de Cα tel que scm(m∗) ∈ αj∗ . Clairement, nous avons que 1 < j ≤ u (si j∗ = 1, nous
obtenons immédiatement une clique de taille |Cα|+ 1).

Ensuite, nous a�rmons qu'il existe au moins un arc αi ∈ Cα avec i < j∗ qui n'a pas été
couplé. La preuve repose sur le fait suivant : tout arc couplé à un arc αj ∈ Cα avec j < j∗

voit son extrémité scm contenue par αj∗ . Supposons le contraire : il existe un arc m couplé
à αj dont l'extrémité n'est pas contenue par αj∗ . Par dé�nition de j∗, l'arc m∗ ne contient
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pas l'extrémité scm de αj et comme les arcs sont propres, m∗ ne contient pas non plus
son extrémité sm (le contraire impliquerait en e�et m ⊂ m∗). Par conséquent, l'algorithme
aurait dû coupler m∗, et non pas m, à αj puisque m∗ précède m dans l'ordre circulaire, ce
qui est une contradiction. Le fait étant justi�é, nous pouvons maintenant démontrer notre
a�rmation première. Supposons que tous les arcs de Cα et d'indice j < j∗ soient couplés et
notons M l'ensemble des arcs de m(Cα) auxquels ceux-ci sont couplés. En s'appuyant sur
le fait précédent, nous obtenons que l'ensemble M ∪ {m∗} ∪ {αj∗ , . . . , αu} induit une clique
de taille |Cα|+ 1, ce qui est une contradiction.

À présent, nous sommes en mesure d'établir la preuve du lemme. En accord avec la
discussion précédente, notons M l'ensemble des arcs de m(Cα) couplés aux arcs αj ∈ Cα

tel que i∗ < j < j∗. Rappelons alors que scm(m∗) ∈ αj∗ mais que scm(m∗) /∈ αi∗ , et que
sm(m∗) ∈ αi∗ mais que sm(m∗) /∈ αj∗ . Puisque αi∗ n'a pas été couplé, tout arc m ∈M doit
satisfaire sm(m) ∈ αi∗ (en e�et, les arcs sont propres et scm(m) /∈ αi∗). De la même manière
que dans le paragraphe précédent, nous pouvons aussi prouver que tout arcm ∈M doit aussi
satisfaire à scm(m) ∈ αj∗ (les arcs étant propres, le contraire impliquerait une contradiction
avec l'algorithme). Par conséquent, nous obtenons que l'ensemble {α1, . . . , αi∗}∪M∪{m∗}∪
{αj∗ , . . . , αu} induit une clique de taille |Cα|+ 1, ce qui est une contradiction, et le lemme
est démontré. ⊓⊔

La correction de l'algorithme étant établie, nous analysons en�n sa complexité. Le calcul
d'une clique maximum ne prend qu'un temps et espace O(n) lorsque les arcs sont propres
et ordonnés en entrée [10, 117]. Ensuite, la détermination deM, qui ne prend qu'un temps
linéaire dans le cas où ω(A) ≤ ⌊n/2⌋, semble plus compliquée dans le cas ω(A) > ⌊n/2⌋.
Le lemme suivant nous montre qu'en dépit des apparences, les couplages Mα et Mβ sont
faciles à obtenir. Soit Bα = (X,Y,E) le graphe biparti avec X = Cα, Y = m(Cα) et
E = {(αj , Ai) |αj ∈ Cα, Ai ∈ m(Cα) et αj ∩ Ai = ∅}. Le graphe biparti Bβ se dé�nit de la
même façon avec les ensembles Cβ et m(Cβ).

Lemme 3.5 Les graphes bipartis Bα et Bβ sont proprement convexes.

Preuve. Nous démontrerons seulement l'assertion pour le graphe biparti Bα, la preuve étant
symétrique pour Bβ .

Les arcs de Cα ont été ordonnés a�n que leurs extrémités apparaissent dans le sens
des aiguilles d'une montre dans l'ordre circulaire. Faisons de même pour l'ensemble m(Cα).
Considérons maintenant le voisinage d'un sommet de X correspondant à l'arc αj ∈ Cα

(1 ≤ j ≤ u). Notons aj le plus petit indice d'un arc m ∈ m(Cα) tel que scm(m) /∈ αj

et bj le plus grand indice d'un arc m ∈ m(Cα) tel que sm(m) /∈ αj . Nous observons
alors que l'intervalle [aj , . . . , |m(Cα)|]∩ [1, . . . , bj ] correspond aux indices des arcs de m(Cα)

qui peuvent être couplés à αj . Si i ≤ j, alors cet intervalle n'est pas vide et correspond
exactement à [aj , . . . , bj ]. Pour conclure, prenons un arc αj′ ∈ Cα tel que j′ > j. Les arcs
étant propres, nous avons que aj ≤ aj′ et bj ≤ bj′ . Par conséquent, Bα est proprement
convexe. ⊓⊔

D'après le corollaire 2.4, un couplage maximumMα (resp.Mβ) peut donc être déterminé
par un simple balayage des arcs de Cα et m(Cα), ceux-ci étant correctement ordonnés.
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Théorème 3.2 L'algorithme 2-Ordo-Arcs-Propres retourne en temps et espace O(n) une
solution optimale au problème 2-Ordo pour un ensemble A d'arcs propres, ordonné en en-
trée.

Puisqu'une représentation par arcs propres ordonnée peut être obtenue en temps et
espace linéaire [39] à partir d'un graphe d'arcs propres, nous obtenons les deux corollaires
suivants.

Corollaire 3.3 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace linéaire pour les
graphes d'arcs propres lorsque k = 2.

Corollaire 3.4 Le problème du couplage maximum peut être résolu en temps et espace O(n)

pour les compléments de graphes d'arcs propres, étant donnée en entrée une représentation
par arcs propres ordonnée du graphe.

En accord avec la discussion précédente (et en particulier grâce au lemmes 3.3 et 3.4),
nous obtenons aussi deux corollaires assez inattendus.

Corollaire 3.5 Soit G un graphe d'arcs propres. Si ω(G) ≥ ⌈n/2⌉, alors l'égalité ω(G) =

χ(G) est satisfaite.

Corollaire 3.6 Pour tout graphe G d'arcs propres, l'égalité χ(G, 2) = max{ω(G), ⌈n/2⌉}
est satisfaite.

Lorsque G est un graphe d'arcs propres parfaits, le corollaire 3.2 devient χ(G, k) =

max{ω(G), ⌈n/2⌉} quel que soit k. Aussi nous pensons pouvoir étendre ce type d'approche
pour résoudre en temps et espace linéaire le problème Ordo restreint aux graphes d'arcs
propres parfaits.

3.2 Le cas des graphes de tolérances bornées

Bodlaender et Jansen [14] établissent la di�culté du problème Ordo pour les graphes
d'intervalles en e�ectuant une réduction depuis le problème Couplage Numérique 3-D

[60]. Ce type de réduction avait déjà été utilisé par Jansen [98] pour établir la di�culté
d'un problème d'ordonnancement restreint aux ordres d'intervalles. À notre tour, nous nous
inspirons de cette technique de preuve pour montrer que le problème 3-Ordo estNP-di�cile
pour une classe de graphes très proche de celle des graphes d'intervalles.

Théorème 3.3 Lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois, le problème Ordo
reste NP-di�cile pour les graphes de tolérances bornées, même si le plus grand stable dans
le graphe est de taille k+ 1 et que tout cycle de longueur supérieure ou égale à cinq possède
deux cordes.
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Preuve. Une instance du problème Couplage Numérique 3-D est donnée par trois ensembles
disjoints W = {w1, . . . , wm}, X = {x1, . . . , xm} et Y = {y1, . . . , ym} contenant chacun m

éléments, la taille s(a) ∈ N pour chaque élément a ∈ W ∪ X ∪ Y , et une borne Z tel
que

∑
a∈W∪X∪Y s(a) = mZ. La question est alors de décider si W ∪ X ∪ Y admet une

partition en m ensembles disjoints {Ai}i=1,...,m tel que chacun de ces ensembles contienne
exactement un élément provenant de chaque ensemble W , X et Y et que

∑
a∈Ai

s(a) = Z

pour 1 ≤ i ≤ m. Le problème reste NP-complet si 0 < s(a) < Z/2 pour tout a ∈W ∪X∪Y
et 1 < m < Z. Ceci peut être prouvé en transformant le problème original en un autre
problème où l'assertion est véri�ée, en ajoutant la valeur Z +m à chaque a ∈ W ∪X ∪ Y

puis en posant Z ′ = Z + 3(Z +m).

À partir d'une instance de ce problème de couplage numérique, nous construisons un
graphe correspondant à une instance du problème 3-Ordo. Ce graphe est représenté par un
ensemble d'intervalles, munis chacun d'une tolérance. Tous les intervalles sont ouverts et
leurs extrémités sont entières ; de même, toutes les tolérances sont bornées et entières. Le
graphe sous-jacent est donc un graphe de tolérances bornées ; il nous restera à démontrer
que tout cycle de longueur supérieure ou égale à cinq dans celui-ci possède toujours deux
cordes. Voici l'ensemble d'intervalles en question :

1. pour 1 ≤ i ≤ m, soit m intervalles ai,l =]0, i+ 1[ de tolérance t(ai,l) = 0 ;

2. pour tout couple wi ∈W , xj ∈ X, soit un intervalle bi,j =]i+ 1, wi + xj + jZ + 1[ de
tolérance t(bi,j) = 0 ;

3. pour tout couple xj ∈ X, yk ∈ Y , soit un intervalle cj,k =](j + 1)Z − yk + 1, (m +

3)Z + k + 1[ avec la tolérance t(cj,k) = 2k + 1 ;

4. pour 1 ≤ k ≤ m, soit (m−1) intervalles dk,l =](m+3)Z−k, (m+5)Z+1[ de tolérance
t(dk,l) = 2k + 1 ;

5. pour 1 ≤ j ≤ m, soit (m − 1) intervalles hj,l =]0, jZ + 1[ et (m − 1) intervalles
gj,l =](j + 1)Z, (m+ 3)Z + 1[ de tolérance t(gj,l) = t(hj,l) = 0.

Un exemple de construction est donné sur la �gure 3.3 avec w1 = 1, w2 = 2, x1 = 1,
x2 = 1, y1 = 2, y2 = 3 et Z = 5, m = 2.
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Figure 3.3 � Un exemple de construction.

Nous noterons A,B,C,D,G,H les ensembles contenant respectivement tous les inter-
valles dénotés par la même lettre. Certains de ces ensembles forment une clique, indépendam-
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ment de l'instance considérée. Par construction, nous avons les ensembles A ∪ H, B ∪ H,
C ∪ G, D ∪ G. En e�et, les intervalles des ensembles A,B,G,H ne tolérant aucune in-
tersection, il su�t de véri�er que les ensembles C et D induisent chacun une clique. Les
intervalles de C (resp. D) recouvrent tous la portion de droite [(m+1)Z+1, (m+3)Z+1)]

(resp. [(m + 3)Z, (m + 5)Z]). La longueur de cette portion étant supérieure au maximum
de leurs tolérances (2Z > 2m + 1), les intervalles de C (resp. D) induisent e�ectivement
une clique. Il est à noter que n'importe quel stable est de taille au plus quatre dans ce
graphe. Ensuite, le cardinal des di�érents ensembles est donné par |A| = |B| = |C| = m2,
|D| = |G| = |H| = m(m − 1). Cela fait au total 6m2 − 3m intervalles. Ainsi, le problème
consiste à déterminer une partition du graphe de tolérances en 2m2−m stables de taille au
plus trois, ce qui revient à déterminer une solution optimale au problème 3-Ordo pour ce
même graphe. En fait, chaque stable de la partition devra être exactement de taille trois.

Considérons un stable U de taille trois contenant un intervalle h ∈ H. La seule possibilité
pour compléter ce stable U est de choisir un intervalle c ∈ C et un intervalle d ∈ D. De
même, pour un stable U contenant g ∈ G, nous ne pourrons prendre qu'un intervalle b ∈ B

et un intervalle a ∈ A. Après suppression de ces intervalles, il ne restera donc plus que m

éléments dans A, B et C. À présent, nous allons étudier plus en détail la composition des
stables appartenant à une solution optimale. Pour cela, nous nous intéressons aux couplages
disjoints entre les intervalles provenant des ensembles suivants : A et B, B ∪H et C ∪G, C
et D.

Cas (a) : les ensembles A et B. Ces deux ensembles contiennent chacun m2 intervalles.
D'après la discussion précédente, chaque intervalle de A doit être couplé à un intervalle de
B de façon à appartenir à un même stable de la partition optimale. Nous allons montrer que
les sommets ai ∈ A et bi′,j ∈ B appartiennent à un même stable si et seulement si i = i′.
Autrement dit, la partition optimale ne contient pas de stable U avec {ai, bi′,j} ⊂ U si i ̸= i′.
Pour cela, admettons que ce ne soit pas le cas. Nous avons m2 stables contenant chacun un
et un seul élément de A et de B. Soit ai ∈ A l'intervalle de plus petit indice i qui appartient
à un stable contenant un intervalle bi′,j avec i ̸= i′. Si i > i′, alors les intervalles en question
se chevauchent par construction, ce qui entraîne une contradiction. Voyons maintenant le
cas où i < i′. Par hypothèse, les intervalles de A d'indice inférieur à i sont correctement
couplés à un intervalle de B. Parmi les m intervalles de B ayant comme premier indice i,
il en existe donc au moins un qui est couplé avec un intervalle ai′′ avec i′′ > i. Comme ces
intervalles se chevauchent par construction, nous obtenons une nouvelle contradiction.

Cas (b) : les ensembles B∪H et C∪G. Ces deux ensembles contiennent chacun 2m2−m

intervalles et induisent chacun une clique. Par conséquent, chaque stable de la partition
optimale doit inclure un élément de B ∪H et un élément de C ∪G. Nous pouvons observer
que l'intervalle bi,j chevauche l'intervalle gj′,l si j′ < j et que l'intervalle cj,k chevauche
l'intervalle hj′,l si j′ > j. Ainsi, nous retrouvons la même con�guration qu'en (a) et pouvons
prouver de manière similaire qu'un couple d'intervalles {bi,j , cj′,k}, {bi,j , gj′,l} ou {hj,l, cj′,k}
appartient à un même stable de la solution optimale si et seulement j = j′.

Cas (c) : les ensembles C et D. Pour toute paire d'intervalles cj,k et dk′,l (1 ≤ k, k′ ≤ m),
nous avons |cj,k∩dk′,l| = k+k′+1. Les tolérances de ces deux intervalles étant respectivement
égales à 2k + 1 et 2k′ + 1, ceux-ci ne pourront être couplés que si k + k′ + 1 ≤ 2k + 1 et
k + k′ + 1 ≤ 2k′ + 1, c'est-à-dire k = k′.
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Les résultats de l'analyse des trois cas (a), (b) et (c) sont récapitulés sur la �gure 3.4.
Chaque ligne du tableau représente les paires d'intervalles que doivent contenir les stables
d'une solution optimale. La première ligne signi�e par exemple qu'il n'existe aucun stable
dans la solution contenant une paire d'intervalle {ai, bi′,l} avec i ̸= i′.

premier intervalle second intervalle
ai,− bi,−
b−,j ou hj,− cj,− ou gj,−
c−,k dk,−

Figure 3.4 � Un récapitulatif des résultats de l'analyse des trois cas.

À présent, supprimons de la solution tous les stables U contenant h ∈ H ou g ∈ G.
Puisque chaque intervalle gj,− (resp. hj,−) est couplé à un intervalle b−,j (resp. cj,−), il
reste dans B (resp. C) un et un seul intervalle b−,j (resp. cj,−) pour tout j = 1, . . . ,m.
De la même façon, les stables contenant des intervalles de G et de B (resp. de H et de
C) sont nécessairement complétés par des intervalles de A (resp. D). Par conséquent, il
reste aussi un intervalle ai,l pour tout i = 1, . . . ,m, mais aucun intervalle de D (puisque ce
dernier comporte autant d'éléments queH). En dé�nitive, seulsm stables Ui = {ai, bi,j , cj,k}
demeurent après suppression de tous les stables U .

Nous sommes en�n en mesure de prouver qu'il existe une partition de W ∪ X ∪ Y

en m ensembles {Ai}i=1,...,m contenant chacun un élément di�érent de W , X et Y avec∑
a∈Ai

s(a) = Z pour 1 ≤ i ≤ m si et seulement si le graphe de tolérances sous-jacent
admet une partition en 2m2 −m stables de taille au plus trois.

Soit U1, . . . , U2m2−m une telle partition. D'après l'analyse menée précédemment, nous
pouvons admettre sans perte de généralité que les m premiers stables de la partition sont
de la forme Ui = {ai, bi,j , cj,k} de telle sorte que les indices i, j et k (1 ≤ i, j, k ≤ m)
n'apparaissent qu'une et une seule fois. Comme Ui est un stable, nous avons wi+xj+jZ+1 ≤
(j+1)Z − yk +1 et donc wi+xj + yk ≤ Z. Puisque chaque indice apparaît exactement une
fois, nous obtenons que

∑m
i=1wi +

∑m
j=1 xj +

∑m
k=1 yk = mZ. Ainsi, wi + xj + yk = Z et

les ensembles Ai = {wi, xj , yk} dé�nis à partir des stables Ui solutionnent le problème de
couplage numérique.

Prouvons l'implication dans le sens inverse. Soit Ai = {wi, xj , yk} (1 ≤ i ≤ m) les m

ensembles tel que
∑

a∈Ai
s(a) = Z. À partir de ces m ensembles, nous allons construire une

partition optimale du graphe de tolérances en stables de taille au plus trois. Tout d'abord,
pour tout i = 1, . . . ,m, dé�nissons un stable Ui = {ai, bi,j , cj,k}. Clairement, les intervalle ai
et bi,j ne se chevauchent pas. Pour prouver que bi,j et cj,k ne se chevauchent pas non plus,
comparons respectivement leurs extrémités droite et gauche. L'égalité wi+xj+yk = Z nous
donne wi + xj + jZ +1 ≤ (j+1)Z − yk +1. Ainsi, chaque ensemble Ui induit e�ectivement
un stable. Notons maintenant B′ l'ensemble des sommets de B qui ne sont pas couverts par
les Ui (1 ≤ i ≤ m). Pour chaque bi,j ∈ B′, dé�nissons un ensemble contenant les intervalles
ai,l, bi,j et gj,l′ . Clairement, chacun de ces ensembles induit un stable. De plus, la construction
est correcte, puisque que chaque indice i et j apparaît seulement (m−1) fois dans B′. Notons
en�n C ′ l'ensemble des sommets de C qui ne sont pas couverts et dé�nissons un ensemble
contenant les sommets hj,l, cj,k, dk,l′ pour chaque cj,k ∈ C ′. Les tolérances des intervalles cj,k
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et dk,l′ sont telles que leurs sommets correspondants dans le graphe de tolérances ne sont
pas connectés. D'un autre côté, les intervalles dk,l′ ne peuvent pas chevaucher les intervalles
hj,l. Par conséquent, chacun de ces ensembles induit aussi un stable. À présent, tous les
sommets sont couverts par 2m2 −m stables.

Cette réduction établit laNP-di�culté du problèmeOrdo pour les graphes de tolérances
bornées lorsque k = 3. Pour les valeurs k > 3, il su�t de reprendre la construction décrite
ci-dessus et d'y ajouter (k− 4) cliques disjointes Km pour obtenir le résultat. Le plus grand
stable dans le graphe sera alors de taille k + 1. Pour clore dé�nitivement la preuve, nous
montrons que tous les cycles de longueur supérieure ou égale à cinq dans celui-ci contiennent
deux cordes.

Les seuls sommets pouvant induire des cycles ne véri�ant pas la condition en question
sont ceux qui ont une tolérance non nulle, c'est-à-dire les intervalles de C ∪ D. En e�et,
si l'on considère le sous-graphe induit par tous les intervalles exceptés ceux de C (resp.
D), alors celui-ci est clairement un graphe d'intervalles et donc ne contient aucun cycle de
longueur supérieure ou égale à quatre sans corde. Admettons maintenant l'existence d'un
cycle ne véri�ant pas la condition. Étant de longueur supérieure à cinq, celui-ci contient
toujours au moins trois sommets provenant soit de l'ensemble C, soit de l'ensemble D.
S'il en contient quatre ou plus, alors ceux-ci induisent au moins deux cordes (puisque C

et D induisent chacun une clique). Il en est de même s'il en contient trois et que ceux-ci
n'apparaissent pas consécutivement sur le cycle. Par conséquent, il nous reste à traiter le cas
où le cycle contient exactement trois sommets d'un même ensemble et que ces trois sommets
apparaissent consécutivement sur le cycle.

Sans perte de généralité, admettons que ces trois sommets appartiennent à l'ensemble C
et notons {cj1,k1 , cj2,k2 , cj3,k3 , dk4,l4 , dk5,l5 , cj1,k1} le cycle en question. L'ensemble C formant
une clique, les sommets cj1,k1 et cj3,k3 sont reliés par une corde. Nous avons précédemment
vu que les sommets cj,k ∈ C et dk′,l ∈ D du graphe de tolérances ne sont pas reliés par une
arête à la seule condition que k = k′. Le sommet cj1,k1 étant relié à dk5,l5 mais pas à dk4,l4 ,
nous avons que k1 ̸= k5 et k1 = k4 (de manière symétrique, nous avons avec le sommet
cj3,k3 que k3 = k5 et k3 ̸= k4). De là, nous en déduisons que k4 ̸= k5, et par conséquent que
le sommet cj2,k2 est nécessairement connecté à un des deux sommets dk4,l4 ou dk5,l5 , ce qui
complète la preuve. ⊓⊔

Remarque. Les graphes concernés par le théorème satisfont les conditions suivantes : tout
cycle de longueur supérieure ou égale à cinq possède deux cordes et le complément du graphe
est transitivement orientable. En e�et, tout complément d'un graphe de tolérances bornées
est aussi un graphe de comparabilité. D'un autre côté, les graphes d'intervalles sont précisé-
ment les graphes qui satisfont les conditions suivantes : tout cycle de longueur supérieure ou
égale à quatre possède une corde et le complément du graphe est transitivement orientable.
Les graphes visés par le théorème di�èrent essentiellement de ces derniers par le fait qu'ils
peuvent induire, sous certaines conditions, des cycles de longueur quatre.

Corollaire 3.7 Lorsque k est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois, le problème Ordo
est NP-di�cile pour les graphes suivants, même si leur complément est de comparabilité :

. les graphes de tolérances ;

. les graphes de trapèzes ;
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. les graphes faiblement triangulés ;

. les graphes de Meyniel.

Remarque. Le corollaire 3.7 généralise le résultat de Lonc [113] qui établit que le problème
Ordo est NP-di�cile pour les compléments de graphes de comparabilité, même lorsque k

est un paramètre �xé supérieur ou égal à trois. D'un autre côté, alors que le problème k-

Ordo peut être résolu en temps et espace polynomial pour les graphes parfaits de stabilité
au plus k, le théorème 3.3 établit aussi que le même problème est NP-di�cile pour les
graphes de tolérances bornées (et a fortiori pour les graphes parfaits) de stabilité au moins
k + 1.

3.3 Synthèse des résultats

Pour conclure ce chapitre, nous présentons une synthèse des résultats obtenus concer-
nant la complexité du problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle pour les graphes
d'intervalles, les graphes d'arcs circulaires et les graphes de tolérances.

Graphes d'intervalles propres Graphes à seuil Graphes d'intervalles
k = 2 O(n+m) O(n+m) O(n+m)

k = 3 O(n+m) O(n+m) ouvert
k ≥ 4 O(n+m) O(n+m) NP-di�cile [14]

Figure 3.5 � La complexité du problème Ordo pour les graphes d'intervalles.

Graphes d'arcs propres Graphes d'arcs
k = 2 O(n+m) couplage maximum [122, 74]
k = 3 O(n2) ouvert
k ≥ 4 O(n2) NP-di�cile (même si parfaits ou de Helly) [14]

Figure 3.6 � La complexité du problème Ordo pour les graphes d'arcs circulaires.

Graphes de tolérances propres Graphes de tolérances
k = 2 couplage maximum [122, 74] couplage maximum [122, 74]
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) NP-di�cile (même si bornées)

Figure 3.7 � La complexité du problème Ordo pour les graphes de tolérances.

Les questions suivantes restent donc posées : le problème 3-Ordo peut-il être résolu en
temps et espace polynomial pour les graphes d'intervalles ou d'arcs circulaires ? Quel est la
complexité du problème Ordo lorsque l'on se restreint aux graphes de tolérances unitaires et
bornées ? La recherche d'algorithmes directs pour le problème 2-Ordo restreint aux graphes
d'arcs ou de tolérances est aussi une question intéressante.



Chapitre 4

Une condition su�sante pour

l'optimalité

En dépit de quelques résultats positifs, le bilan du travail de classi�cation que nous
avons mené jusqu'à présent concernant la complexité du problème d'ordonnancement avec
exclusion mutuelle est plutôt négatif. Pour une majorité de classes de graphes � et en
particulier celles qui nous intéressent (graphes d'intervalles, d'arcs ou de tolérances), le
problème reste NP-di�cile même lorsque l'on se restreint à de petites valeurs de k �xées.
Des algorithmes polynomiaux, et même linéaires, ont été proposés pour traiter le problème
lorsque l'on se restreint par exemple aux graphes d'intervalles propres, aux graphes de seuil,
ou encore aux graphes d'arcs propres. Malheureusement, ces cas particuliers ne couvrent
pas su�samment de cas en pratique : de nombreux problèmes font intervenir des intervalles
ou des arcs qui se recouvrent entièrement.

Se restreindre seulement à des classes de graphes n'étant pas satisfaisant d'un point de
vue pratique, nous nous proposons dans ce chapitre d'attaquer le problème sous un nouvel
angle en abordant la question suivante : peut-on exhiber des conditions intéressantes (en
pratique) dans lesquelles le problème Ordo peut être résolu e�cacement ? À notre connais-
sance, aucune étude n'est encore parue à ce sujet. Nous tentons ici d'apporter une première
réponse à cette question, en étudiant une propriété que nous avons vu apparaître au travers
du petit lemme 2.2 de découpage, lors de l'étude du problème 2-Ordo pour les graphes d'in-
tervalles. D'après ce petit lemme, les graphes d'intervalles possèdent la propriété suivante :
si l'on dispose d'une partition en stables où chaque stable est de taille au moins deux, alors
cette partition peut être �découpée� en stables de taille deux. Plus tard, nous avons retrouvé
cette propriété lors de l'étude du problème pour les graphes d'arcs propres. En e�et, il ressort
de la preuve de validité de l'algorithme Ordo-Arcs-Propres que les graphes d'arcs propres
possèdent la propriété suivante.

Propriété de redécoupage : Soit G un graphe et k un entier. Si le graphe G admet une
coloration tel que chaque couleur apparaît au moins k fois, alors χ(G, k) = ⌈n/k⌉.

Cette propriété a un premier intérêt pratique qui le suivant. Le paramètre k, qui concerne
ici le nombre de processeurs ou de machines disponibles, est généralement assez petit com-
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paré à n, le nombre de tâches à ordonnancer. Ainsi, dans bien des cas, une simple heuristique
de coloration permet d'obtenir une partition en stables de taille au moins k. Dans certains
problèmes comme la plani�cation de personnel, ce sont des propriétés structurelles qui ga-
rantissent l'existence d'une telle partition. Prenons par exemple le cas de la plani�cation des
chau�eurs de bus municipaux ou bien des personnels d'aérogares � problèmes résolus par la
�rme Prologia du Groupe Air Liquide [7] : les rotations des bus ou des avions induisent
très souvent des paquets de tâches consécutives de taille supérieure à k (pour des valeurs de
k comme k ≤ 5).

Le second intérêt que peut avoir cette propriété en pratique intervient lors de l'allocation
d'un ou plusieurs nouveaux processeurs. En e�et, lorsqu'un ordonnancement parfait des
tâches a été réalisé sur chaque processeur (c'est-à-dire que n/k tâches sont allouées à chaque
processeur, n étant un multiple de k), il n'est pas évident que l'on puisse obtenir un gain de
productivité en ajoutant un nouveau processeur, à cause du graphe d'exclusion mutuelle.
Lorsque le graphe en question a la propriété de redécoupage, nous avons la garantie suivante.

Lemme 4.1 (�Qui peut le plus peut le moins�) Soit G un graphe ayant la propriété
de redécoupage. Si G admet une partition exacte en stables de taille k, alors G admet aussi
une partition optimale en ⌈n/k′⌉ stables de taille au plus k′, quel que soit k′ < k.

En�n, cette propriété de redécoupage peut trouver des applications dans la conception
d'algorithmes polynomiaux d'approximation pour le problème Ordo, comme nous le verrons
au chapitre suivant (voir l'algorithme 2-Approx-Planif, p. 110).

Au travers des sections suivantes, nous montrons que la propriété de redécoupage est
partagée par les graphes sans K1,3 (qui généralisent les graphes d'intervalles propres et
d'arcs propres), les graphes d'intervalles et les graphes d'arcs, et même les graphes triangulés
lorsque k ≤ 4. De plus, des algorithmes e�caces sont présentés pour traiter le problème
Ordo lorsqu'une partition en stables de taille supérieure à k est donnée en entrée. Ces
résultats sont d'autant plus inattendus qu'un contre-exemple très simple peut être trouvé
ne satisfaisant pas cette propriété 1.

Contre-exemple et premières di�cultés

Considérons le graphe biparti complet Kk+1,k+1, avec k ≥ 2 (voir la �gure 4.1). Nous
pouvons observer que χ(Kk+1,k+1, k) = 4 puisque deux sommets appartenant à deux stables
di�érents ne peuvent pas être couplés. La borne inférieure étant ⌈n/k⌉ = ⌈(2k + 2)/k⌉ = 3,
nous avons donc la proposition suivante.

Proposition 4.1 (Contre-exemple) Le graphe biparti Kk+1,k+1 ne partage pas la pro-
priété de redécoupage, quel que soit k ≥ 2.

Nous pouvons remarquer que le graphe Kk+1,k+1 est un graphe de permutation (en e�et,
celui-ci est transitivement orientable car biparti et son complément l'est aussi car composé

1. Les résultats présentés dans ce chapitre apparaissent en partie dans [68] (en anglais).
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Figure 4.1 � Le graphe biparti complet K3,3.

de deux cliques disjointes). Nous rappelons que les graphes de permutation forment une
sous-classe des graphes de tolérances bornées. D'un autre côté, Kk+1,k+1 est trivialement un
graphe biparti proprement convexe ou encore un graphe de Meyniel (car ne contenant pas
de cycle impair).

Corollaire 4.1 (Contre-exemple) Il existe dans les classes suivantes des graphes qui ne
partagent pas la propriété de redécoupage, quel que soit k ≥ 2 :

. les graphes de permutation et les graphes de cordes ;

. les graphes de comparabilité et leurs compléments ;

. les graphes de tolérances bornées et les graphes de trapèzes ;

. les graphes de graphes faiblement triangulés ;

. les graphes bipartis proprement convexes ;

. les graphes de Meyniel.

Du point de vue de la complexité, la partie semble tout aussi compromise. Dans leur
papier, Bodlaender et Jansen [14] abordent la complexité du problèmeOrdo pour les graphes
bipartis et montrent que le problème de la partition d'un graphe biparti en trois stables de
taille au plus k est NP-complet. Nous avons alors remarqué que le graphe biparti utilisé
lors de la réduction est composé de deux stables de taille supérieure à k.

Proposition 4.2 (Bodlaender et Jansen, 1995) Le problème de la partition d'un graphe
biparti en trois stables de taille au plus k est NP-complet, même si les deux stables compo-
sant le graphe sont de taille supérieure à k.

Corollaire 4.2 (NP-di�culté) Le problème de la partition minimum en stables de taille
au plus k est NP-di�cile pour les graphes appartenant aux classes suivantes, même si le
graphe admet une partition en stables de taille supérieure à k :

. les graphes bipartis ;

. les graphes de comparabilité ;

. les graphes de graphes faiblement triangulés ;

. les graphes de Meyniel.

4.1 Une caractérisation des graphes sans K1,3

Les graphes sans K1,3 ne possèdent pas Kk+1,k+1 comme sous-graphe induit quel que
soit k ≥ 2. Pour autant, les graphes sans K1,3 partagent-ils la propriété de redécoupage ? Au
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travers du théorème suivant, nous montrons que ces graphes possèdent en fait une propriété
plus forte que celle-ci.

Ce théorème, qui caractérise de façon algorithmique les graphes sans K1,3, a été établi
en d'autres termes par De Werra [42] alors que celui-ci étudiait des problèmes d'emploi du
temps. Le problème de la coloration équitable d'un graphe, lié aux problèmes d'emploi du
temps (consulter [41, 42] pour plus de détails), consiste à déterminer une coloration de ce
graphe tel que le nombre de sommets de chaque couleur soit le même à un près (voir [13]
pour une revue de résultats sur le sujet). Comme l'ont justement remarqué Hansen et al.
[83], il existe une relation étroite entre le problème de coloration équitable et le problème
d'ordonnancement avec exclusion mutuelle. Dans cette section, nous uni�ons et complétons
les travaux de DeWerra [42] et de Hansen et al. [83] sur le sujet. En particulier, un algorithme
muni d'une structure de données spéciale est présenté pour résoudre e�cacement le problème
Ordo ainsi que le problème de la coloration équitable pour les graphes sans K1,3, étant
donnée en entrée une coloration minimum du graphe. Ces résultats o�rent dans le même
temps une généralisation des corollaires 2.12, 2.13, 3.1 et 3.2, concernant le problème Ordo
pour les graphes d'intervalles propres et les graphes d'arcs propres.

Note. Curieusement, aucune allusion aux travaux de De Werra [42] et de Hansen et al. [83]
n'est faite dans la très large revue de résultats proposée récemment par Faudree et al. [49]
sur les graphes sans K1,3, ni même dans celles de Jansen [100] et Bodlaender et Fomin [13]
concernant le problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle.

Théorème 4.1 (De Werra, 1985 � Hansen et al., 1993) Pour un graphe G, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) le graphe G est sans K1,3 ;

(2) toute composante connexe d'un sous-graphe de G induit par deux stables disjoints est
isomorphe à une chaîne ou bien un cycle pair ;

(3) pour tout sous-graphe G′ ⊆ G induit par n′ sommets, l'égalité

χ(G′, k) = max{χ(G′), ⌈n′/k⌉}

est satisfaite quel que soit k ≥ 1 ;

(4) pour tout sous-graphe G′ ⊆ G induit par n′ sommets, G′ admet une q-coloration équi-
table quel que soit q ≥ χ(G′).

Preuve. (1) ⇒ (2). Tout sous-graphe induit par deux stables disjoints est biparti et ne
contient donc pas de cycle impair. Dans le cas présent, ce graphe biparti est aussi sans K1,3,
ce qui implique que tous ces sommets sont de degré au plus deux. Par conséquent, chacune
de ses composantes connexes ne peut être isomorphe qu'à une chaîne ou bien un cycle pair.

Les implications (2)⇒ (3) et (2)⇒ (4) sont établies pour le graphe G seulement, puisque
pouvant être étendues immédiatement à tout sous-graphe induit G′ par hérédité du caractère
sans K1,3.

(2)⇒ (3). La preuve repose sur le lemme 3.2 qui reste valide pour les graphes sans K1,3,
d'après l'assertion (2). L'algorithme Raffiner-Coloration, que nous rappelons ci-dessous,
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peut donc être utilisé en l'état pour obtenir une coloration ra�née de G, tel que (a) chaque
couleur apparaisse au plus k fois ou bien (b) chaque couleur apparaisse au moins k fois.

Algorithme Raffiner-Coloration ;

Entrée : une coloration minimum S = {S1, . . . , Sχ(G)} de G, un entier k ;

Sortie : une coloration S satisfaisant une des deux conditions (a) ou (b) ;

Début ;

tant qu'il existe deux stables disjoints Su, Sv ∈ S avec |Su| > k et |Sv| < k faire

B ← Composantes-Connexes(Su, Sv) ;

tant que |Su| > k et |Sv| < k faire

choisir une composante connexe Br ∈ B tel que |Bu
r | = |Bv

r |+ 1 ;

échanger les sommets de Su et Sv correspondant respectivement à Bu
r et Bv

r ;

retourner S ;

Fin ;

Soit S = {S1, . . . , Sχ(G)} une coloration minimum de G ra�née à l'aide de l'algorithme
Raffiner-Coloration. Dans le cas où S satisfait la condition (a), alors nous avons im-
médiatement χ(G, k) = χ(G). Dans le cas où S satisfait la condition (b), nous montrons
comment obtenir une partition de G en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k. Notons que dans
ce cas n > kχ(G).

Soit |Su| = αuk + βu la taille d'un stable Su (1 ≤ u ≤ χ(G)), avec αu un entier positif
non nul et 0 ≤ βu ≤ k − 1. Tout d'abord, extrayons de chaque stable Su (1 ≤ u ≤ χ(G))
αu− 1 stables de taille exactement k, plus un si βu = 0. À l'issue de cette opération, notons
χ∗ le nombre de stables qui restent non vides et n∗ le nombre de sommets dans ces χ∗

stables. Clairement, chaque stable Su non vide ne contient plus que k + βu sommets avec
βu > 0 et l'inégalité n∗ > kχ∗ est toujours véri�ée. À raison d'un seul par stable, extrayons
maintenant ⌊n∗/k⌋ − χ∗ stables de taille k, plus un stable de taille n∗ mod k si n∗ n'est
pas un multiple de k. De cette façon, le nombre de sommets restant dans les χ∗ stables est
exactement kχ∗ et au moins deux stables Su et Sv de la partition sont tels que |Su| > k et
|Sv| < k. Par conséquent, une nouvelle application de l'algorithme Raffiner-Coloration
sur cette partition (qui reste sansK1,3) nous permet d'obtenir χ∗ stables de taille exactement
k. En dé�nitive, nous n'avons extrait que des stables de taille k, sauf un de taille n mod k

si k ne divise pas n.

(2) ⇒ (4). Soit S1, . . . , Sq une q-coloration de G avec q ≥ χ(G). Une q-coloration équi-
table s'obtient en utilisant l'algorithme Raffiner-Coloration dans lequel les conditions
|Su| > k et |Sv| < k dans les deux boucles tant que sont remplacées par |Su| > ⌈n/q⌉
et |Sv| < ⌊n/q⌋. La validité de l'algorithme s'obtient alors avec les mêmes arguments que
pour Raffiner-Coloration, à ceci près qu'ici, la q-coloration équitable est retournée après
q tours de la boucle principale.

Les implications (3) ⇒ (1) et (4) ⇒ (1) étant immédiates (le graphe K1,3, qui est 2-
colorable, n'admet aucune partition en deux stables de taille deux), la preuve du théorème
est complète. ⊓⊔

Corollaire 4.3 (Propriété de redécoupage) Les graphes sans K1,3 partagent la pro-
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priété de redécoupage, quel que soit k.

Questions de complexité

Dans cette partie, nous allons discuter des questions de complexité relatives au problème
Ordo ainsi qu'au problème de coloration équitable pour les graphes sans K1,3. Pour cela,
nous commençons par analyser la complexité de la procédure Raffiner-Coloration qui
joue, comme nous l'avons vu dans les preuves de l'implication (2) ⇒ (3), un rôle central
dans la recherche d'une solution optimale au problème Ordo.

Le point crucial de l'algorithme Raffiner-Coloration réside dans la recherche des com-
posantes connexes du sous-graphe biparti induit par les deux stables disjoints Su et Sv. Nous
verrons que l'échange de sommets entre les deux stables est aussi un point délicat : son ef-
�cacité dépend fortement de la représentation des composantes connexes. Nous allons voir
comment implanter de façon e�cace ces deux étapes de l'algorithme à l'aide d'une structure
de données appropriée. Nous considérons pour cela que l'entrée de l'algorithme est composée
du graphe G = (V,E) sans K1,3 représenté par listes d'adjacence, d'une coloration minimum
S = {S1, . . . , Sχ(G)} représentée par χ(G) tableaux (le tableau Su contenant les sommets
de couleur u), et de l'entier positif k. Précisons encore que la taille d'un tableau ou d'une
liste pourra ici être obtenue en temps O(1).

Cette structure, notée F , est un tableau de taille n. Pour chaque sommet i ∈ V , la
cellule Fi du tableau possède trois champs : un entier Fi.couleur qui représente la couleur de
i, c'est-à-dire l'indice du stable auquel il appartient, un entier Fi.rang qui représente le rang
de i dans ce stable, et un tableau Fi.S de taille χ(G) qui contient dans chaque cellule Fi.Su

la liste (des indices) des sommets adjacents à i dans le stable Su (la taille de cette liste sera
donnée par Fi.|Su|). D'après l'assertion (2) du théorème 4.1, le nombre de sommets stockés
dans une liste Fi.Su ne doit pas excéder deux. Ainsi, l'espace requis par la structure F est
borné par O(χ(G)n). Le remplissage de la structure peut être réalisé en temps O(χ(G)n) en
calculant tout d'abord les champs Fi.couleur et Fi.rang pour chaque sommet i ∈ V (par un
simple balayage des ensembles S1, . . . , Sχ(G)), puis en explorant la liste d'adjacence associée
à chaque sommet i ∈ V a�n de remplir la liste Fi.S (en utilisant notamment le champ
couleur précédemment calculé).

Nous pouvons à présent établir la complexité de l'algorithme de ra�nement. Après avoir
identi�é en temps O(χ(G)) deux stables Su et Sv tel que |Su| > k et |Sv| < k, l'algorithme
fait appel à la procédure Composantes-Connexes, que nous allons décrire dans le détail
cette fois-ci. Tout d'abord, les composantes connexes ne sont pas toutes stockées : ne sont
retenues que t = min{|Su| − k, k − |Sv|} chaînes paires dont les deux extrémités sont dans
Su. Les sommets de ces composantes connexes sont ensuite insérés dans les listes Bu ou Bv
selon qu'ils proviennent de Su ou Sv. La détermination des t composantes connexes utiles se
fait comme suit. Le stable Su est examiné a�n d'y trouver des sommets n'ayant qu'un seul
voisin dans Sv (ces sommets correspondent aux extrémités des chaînes du sous-graphe bi-
parti induit par Su et Sv). Lorsqu'un tel sommet est trouvé, il est marqué puis la chaîne dont
il est l'extrémité est parcourue. Si la longueur de cette chaîne est paire, alors ces sommets
sont stockés dans la structure B = Bu ∪ Bv. Tout ce travail peut être e�ectué en temps et
espace O(|Su|+ |Sv|) grâce à la structure F qui permet d'obtenir le voisinage d'un sommet
du graphe biparti induit par Su ∪ Sv en temps O(1). Le procédure complète est détaillée
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ci-dessous. Par commodité, nous utilisons la notation c̄ avec c̄ = u si c = v et c̄ = u si c = v.

Algorithme Composantes-Connexes ;

Entrée : deux stables Su et Sv tel que |Su| > k et |Sv| < k ;

Sortie : l'ensemble B = Bu ∪ Bv des composantes connexes utiles ;

Début ;

Bu ← ∅, Bv ← ∅ ;
r ← 1, j ← 1, t← min{|Su| − k, k − |Sv|} ;
tant que r ≤ t faire

soit i le jème sommet du stable Su ;

si i n'est pas marqué et Fi.|Sv| ≤ 1 alors

Bu ← {i}, Bv ← ∅, c← u, iprec ← ∅ ;
tant que Fi.Sc̄ \ {iprec} ̸= ∅ faire

choisir dans Fi.Sc̄ le sommet icour ̸= iprec ;

iprec ← i, i← icour, c← c̄, Bc ← Bc ∪ {i} ;
si |Bu| > |Bv| alors

copier les sommets de Bu et Bv dans Bu et Bv ;

marquer le sommet i dans Su ;

r ← r + 1 ;

j ← j + 1 ;

retourner B ← Bu ∪ Bv ;
Fin ;

L'échange des sommets entre stables est moins évident que dans le cas des graphes d'arcs
propres. Tout d'abord, les sommets à échanger sont marqués dans les tableaux Su et Sv à
partir des ensembles de sommets Bu ∪ Bv (cela prend un temps O(|Su| + |Sv|) en utilisant
le champ rang de la structure F ). Pour chaque sommet i ∈ V , nous pouvons maintenant
procéder à l'échange des sommets dans les listes Fi.Su et Fi.Sv. L'inspection de ces listes
ne prenant qu'un temps constant, l'échange peut être réalisé en temps O(1) (en utilisant le
champ rang de la structure F et le marquage des sommets à échanger dans Su et Sv). Par
conséquent, cette première mise à jour de la structure F peut se faire en temps O(n). Suite
à cela, les tableaux Su et Sv peuvent être mis à jour en temps O(|Su|+ |Sv|), ainsi que les
champs Fi.couleur et Fi.rang des sommets i ∈ V concernés par l'échange.

En résumé, l'utilisation de la structure F , dont la construction nécessite O(χ(G)n) temps
et espace, permet d'implanter la boucle principale de l'algorithme Raffiner-Coloration de
façon à ne consommer qu'un temps et espace O(n) à chaque tour de boucle. Comme χ(G)

tours de boucle su�sent au ra�nement d'une coloration, l'algorithme Raffiner-Coloration
s'exécute donc en O(χ(G)n) temps et espace.

Proposition 4.3 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace O(χ(G)n) pour les
graphes sans K1,3, étant donnée en entrée une coloration minimum du graphe.

Preuve. La preuve de l'implication (2)⇒ (3) du théorème 4.1 fournit l'algorithme. Après le
remplissage de la structure F , la procédure de ra�nement est exécutée une première fois. Si
tous les stables de la coloration ra�née sont de taille au plus k, alors cette coloration forme
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une solution optimale au problème Ordo (puisque de cardinal χ(G)). Si tous les stables de la
coloration sont de taille supérieure k, alors la coloration peut être nettoyée en temps linéaire
avant d'exécuter à nouveau la procédure de ra�nement. La solution ainsi obtenue est aussi
optimale (puisque de cardinal ⌈n/k⌉). D'après la discussion précédente, la complexité de la
méthode tout entière ne prend qu'un temps et espace O(χ(G)n). ⊓⊔

Remarque. Nous rappelons que le problème de la coloration minimum, et par conséquent le
problème Ordo, sont NP-di�ciles pour les graphes sans K1,3 [90].

En accord avec la preuve de l'implication (2) ⇒ (3) du théorème 4.1, nous avons aussi
la proposition suivante.

Proposition 4.4 Le problème de la coloration équitable peut être résolu en temps et espace
O(qn) pour les graphes sans K1,3, étant donnée en entrée une q-coloration du graphe.

Remarque. Comme l'ont noté Hansen et al. [83], toute q-coloration équitable avec q =

max{χ(G), ⌈n/k⌉} induit aussi une solution optimale au problème Ordo. Toutefois, le calcul
de cette coloration prend O(χ(G, k)n) temps et espace, et non plus O(χ(G)n) temps et
espace.

Voici maintenant deux corollaires concernant la propriété de redécoupage. Le premier est
une conséquence directe de la discussion précédente et le second, qui porte sur les graphes
d'arcs propres (ou d'intervalles propres), découle de la preuve de validité de l'algorithme
Ordo-Arcs-Propres.

Corollaire 4.4 (Complexité du redécoupage) Le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace O(n2/k) pour les graphes sans K1,3, étant donnée en entrée une coloration
du graphe où chaque couleur apparaît au moins k fois.

Corollaire 4.5 (Complexité du redécoupage) Le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace O(n) pour les graphes d'arcs propres, étant données en entrée une coloration
du graphe où chaque couleur apparaît au moins k fois et une représentation par arcs propres
ordonnée.

Le problème de la coloration minimum pouvant être résolu en temps O(n4) pour les
graphes parfaits sans K1,3 [91], nous avons aussi le corollaire suivant.

Corollaire 4.6 (Graphes parfaits sans K1,3) Le problème Ordo peut être résolu en temps
O(n4) et espace O(n2) pour les graphes parfaits sans K1,3.

Nous concluons cette discussion par deux corollaires concernant le problème Ordo pour
les graphes duaux, qui forment probablement la sous-classe la plus connue des graphes sans
K1,3. Ce problème peut aussi être vu comme le problème de la coloration minimum des
arêtes d'un graphe tel que chaque couleur n'apparaisse pas plus de k fois. Rappelons que
les problèmes de coloration d'arêtes ont des applications importantes dans la construction
d'emplois du temps ainsi qu'en ordonnancement [41, 42, 107, 43, 45, 44]. Le dual d'un graphe
G est noté L(G), tandis que n, m et ∆(G) dénotent respectivement le nombre de sommets,
le nombre d'arêtes et le degré maximum de G.
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Corollaire 4.7 (Graphes duaux � dichotomie générale) Soit G un graphe et k un en-
tier positif :

(1) si ⌈m/k⌉ ≤ ∆(G), alors la double inégalité ∆(G) ≤ χ(L(G), k) ≤ ∆(G) + 1 est
satisfaite et le problème Ordo est NP-di�cile pour le graphe L(G) ;

(2) si ⌈m/k⌉ ≥ ∆(G) + 1, alors l'égalité χ(L(G), k) = ⌈m/k⌉ est satisfaite et le problème
Ordo peut être résolu en temps et espace polynomial pour le graphe L(G).

Preuve. La transposition de l'assertion (3) du théorème 4.1 au dual deG donne χ(L(G), k) =

max{χ(L(G)), ⌈m/k⌉}, tandis que d'un autre côté, le célèbre théorème de Vizing (cf. [46,
p. 103�105]) nous fournit la double inégalité ∆(G) ≤ χ(L(G)) ≤ ∆(G) + 1. Ainsi, lorsque
⌈m/k⌉ ≥ ∆(G) + 1, nous avons χ(L(G), k) = ⌈m/k⌉ et la preuve constructive du théorème
de Vizing couplée à la proposition 4.3 fournit un algorithme en temps et espace polynomial
pour déterminer une partition en ⌈m/k⌉ stables de taille au plus k. Dans le cas contraire,
nous avons χ(L(G), k) = χ(L(G)) (qui implique aussitôt ∆(G) ≤ χ(L(G), k) ≤ ∆(G) + 1)
et le problème devient NP-di�cile d'après le théorème de Holyer [90]. ⊓⊔

Remarque. Lorsque k est un paramètre �xé, Alon [1] a montré que le problème Ordo est
polynomial pour les graphes duaux. D'un autre côté, Cohen et Tarsi [26] ont montré que le
problème est NP-di�cile pour les compléments des graphes duaux, même lorsque k est un
paramètre �xé supérieur ou égal à trois.

Corollaire 4.8 (Graphes duaux � cas polynomiaux) Si un graphe G ne contient au-
cun cycle induit de longueur supérieure ou égale à cinq, alors le problème Ordo peut être
résolu en temps et espace polynomial pour le graphe L(G). De plus, l'égalité χ(L(G), k) =

max{∆(G), ⌈m/k⌉} est satisfaite.

Preuve. Trotter [150] a montré que le dual L(G) d'un graphe G est parfait si et seulement
si G ne contient pas de cycle induit impair de longueur supérieure ou égale à cinq (voir
aussi [40, 116]). Puisque le problème de la coloration peut être résolu en temps et espace
polynomial pour les graphes parfaits [79], nous obtenons le résultat via la proposition 4.3
(lorsque L(G) est parfait, nous avons aussi ∆(G) = χ(L(G))). ⊓⊔

Corollaire 4.9 (Graphes duaux � cas polynomiaux) Le problème Ordo peut être ré-
solu en temps et espace polynomial pour les duaux de graphes faiblement triangulés.

Remarque. Les graphes bipartis sont des exemples de graphes qui satisfont les conditions
des corollaires 4.8 et 4.9. Notons que pour ces derniers, le résultat découle aussi d'un célèbre
théorème de König et de sa preuve constructive (cf. [46, p. 103] ou [137, p. 321�336] pour
plus de détails).

4.2 Su�sance pour les graphes d'intervalles ou d'arcs

Dans cette section, nous démontrons que les graphes d'intervalles partagent la propriété
de redécoupage, quel que soit k, et un algorithme linéaire est même donné pour résoudre
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le problème Ordo, étant donnée en entrée une coloration où chaque couleur apparaît au
moins k fois. Nous verrons ensuite comment étendre le résultat aux graphes d'arcs. Nous
rappelons que d'un autre côté, le problème Ordo est NP-di�cile pour ces deux classes de
graphes, même avec k ≥ 4 �xé [14]. Nous terminerons la section en discutant de l'extension
de la propriété aux graphes de tolérances propres ou unitaires.

Le cas des graphes d'intervalles

Tout comme les graphes sans K1,3, les graphes d'intervalles ne possèdent pas le graphe
Kk+1,k+1 comme sous-graphe induit pour k ≥ 2. En e�et, les graphes d'intervalles sont
triangulés et par conséquent ne peuvent induire aucun cycle de longueur égale à quatre
sans corde. En nous appuyant sur le lemme suivant, nous allons montrer que les graphes
d'intervalles partagent eux aussi la propriété de redécoupage.

Lemme 4.2 (Lemme de découpage) Soit r stables disjoints S1, . . . , Sr contenant cha-
cun au moins t intervalles (1 ≤ r ≤ t) et r entiers positifs β1, . . . , βr tel que

∑r
u=1 βu = t.

Alors il existe un stable S∗ de taille t tel que pour tout u = 1, . . . , r, exactement βu inter-
valles de S∗ appartiennent à Su. De plus, ce stable S∗ peut être extrait en temps O(rt) si
les intervalles de chaque stable sont ordonnés.

Preuve. La preuve est constructive : nous donnons un algorithme pour déterminer le stable
S∗ en temps O(rt). Celui-ci prend en entrée les r stables disjoints S1, . . . , Sr, chacun de taille
au moins t, ainsi que les r entiers β1, . . . , βr. Nous supposons que les intervalles (ouverts)
de chaque stable sont ordonnés selon les extrémités gauches croissantes (l'intervalle de rang
j dans Su sera noté Iu,j). L'algorithme procède de la manière suivante : l'intervalle de rang
j dans S∗ est celui de plus petite extrémité droite parmi les intervalles de rang j dans les
stables Su (où les βu intervalles n'ont pas encore été sélectionnés).

Algorithme Découper-Intervalles ;

Entrée : les stables S1, . . . , Sr de taille au moins t, les entiers β1, . . . , βr ;

Sortie : le stable S∗ ;

Début ;

S∗ ← ∅ ;
pour j de 1 à t faire

u∗ ← 0 ;

pour u de 1 à r faire

si βu > 0 et (u∗ = 0 ou d(Iu,j) < d(Iu∗,j)) alors u∗ ← u ;

S∗ ← S∗ ∪ {Iu∗,j}, βu∗ ← βu∗ − 1 ;

retourner S∗ ;

Fin ;

La �gure 4.2 illustre une exécution de l'algorithme sur trois stables S1, S2, S3 de taille
trois (r = 3, t = 3 et β1 = β2 = β3 = 1). Les intervalles foncés correspondent aux intervalles
inclus dans S∗ à chaque rang j = 1, 2, 3 (les intervalles hachurés n'étant plus candidats à la
sélection à un rang donné).
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Figure 4.2 � L'algorithme Découper-Intervalles.

Établissons la validité de l'algorithme. L'ensemble S∗ retourné par l'algorithme contient
bien t intervalles (un intervalle est extrait à chaque rang j = 1, . . . , t et les stables en entrée
sont tous de taille au moins t). D'autre part, nous montrons que pour tout j = 1, . . . , t− 1,
l'intervalle Iu,j ∈ Su inclus dans S∗ au rang j et l'intervalle Iv,j+1 ∈ Sv inclus dans S∗ au
rang j + 1 sont tels que d(Iu,j) ≤ g(Iv,j+1). Si u = v, alors l'assertion tient trivialement.
Dans le cas contraire, supposons que g(Iv,j+1) < d(Iu,j). Comme d(Iv,j) ≤ g(Iv,j+1), nous
avons aussitôt que d(Iv,j) < d(Iu,j). Or, Iv,j+1 ayant été sélectionné au rang j+1, l'intervalle
Iv,j était nécessairement un candidat à la sélection au rang j. Par conséquent, Iu,j n'était
pas, parmi les intervalles candidats au rang j, celui ayant la plus petite extrémité droite, ce
qui est une contradiction. ⊓⊔

Proposition 4.5 (Propriété de redécoupage) Les graphes d'intervalles partagent la pro-
priété de redécoupage, quel que soit k.

Preuve. Soit G un graphe d'intervalles et S1, . . . , Sq une partition de G en stables de taille au
moins k. Admettons que les intervalles de chacun des stables de la partition soient ordonnés
et posons |Su| = αuk + βu comme étant la taille du stable Su avec αu un entier positif non
nul et 0 ≤ βu ≤ k− 1. Pour commencer, de chaque stable Su sont extraits αu− 1 stables de
taille k, plus un si βu = 0. Après cet opération de nettoyage, chaque stable Su ne contient
plus que k + βu < 2k intervalles avec βu > 0. Ensuite, tant qu'il existe r stables dont la
somme des indices βu est supérieure à k, nous appliquons le lemme 4.2 de découpage pour
extraire des stables de taille exactement k. Les conditions du lemme de découpage sont
respectées puisque chaque stable contient au moins k intervalles. En�n, lorsque cela n'est
plus possible, il ne reste plus qu'à extraire un stable de taille n mod k (si n n'est pas un
multiple de k) dans les r < k stables dont la somme des βu > 0 doit justement être égale à
n mod k. ⊓⊔

La preuve de la proposition précédente fournit un algorithme e�cace pour résoudre
le problème Ordo pour les graphes d'intervalles, lorsque l'on dispose d'une coloration du
graphe où chaque couleur apparaît au moins k fois. En e�et, les intervalles de chacun des
stables de la partition S1, . . . , Sq peuvent être ordonnés en temps et espace O(n) si l'on
possède une représentation par intervalles ordonnée du graphe G. De là, le procédure de
nettoyage ne prend qu'un temps linéaire. En�n, en prenant soin de vider les stables de leurs
βu intervalles les uns après les autres, les exécutions répétées de la procédure Découper-
Intervalles ne prennent au total qu'un temps O(qk), soit un temps O(n) puisque n > qk.



78 Chapitre 4. Une condition su�sante pour l'optimalité

Corollaire 4.10 (Complexité du redécoupage) Le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace O(n) pour les graphes d'intervalles, étant données en entrée une coloration
du graphe où chaque couleur apparaît au moins k fois et une représentation par intervalles
ordonnée.

Le cas des graphes d'arcs

Nous allons voir que la proposition 4.5 peut être étendue aux graphes d'arcs circulaires
à l'aide d'une version plus faible du lemme de découpage. En e�et, il n'est malheureusement
pas possible d'étendre en l'état le lemme 4.2 de découpage aux arcs circulaires. L'exemple
suivant montre que, même en se restreignant à des arcs unitaires, il existe une in�nité de
cas pour lesquels le lemme 4.2 de découpage n'est pas valide.

Soit un ensemble S1, . . . , Sr de stables disjoints contenant chacun t arcs unitaires ouverts
avec βu = 1 pour tout u = 1, . . . , r (r, t ≥ 1). A�n de dé�nir la position de ces arcs sur le
cercle, divisons celui-ci en t sections θ0, . . . , θt−1, chacune de longueur ℓ. Nous dirons qu'un
arc est de rang j si son extrémité scm appartient à la section de cercle θj . Les r arcs de
rang j sont disposés dans chaque section j, chacun de longueur ℓ et décalés de ϵ < ℓ/t par
rapport au précédent de façon à ce que l'arc du stable Su chevauche d'un côté les arcs de
rang (j + 1) mod t appartenant aux stables d'indice inférieur à u et de l'autre les arcs de
rang (j− 1) mod t appartenant aux stables d'indice supérieur à u dans le sens contraire des
aiguilles d'une montre (voir la �gure 4.3).

θ3 θ0 θ1 θ2

S1

S2

S3

S4

θ3

Figure 4.3 � Une illustration de la construction avec r = 4 et t = 4.

Maintenant, supposons l'existence d'un stable S∗ de taille t possédant un et un seul arc
dans chaque stable Su pour tout u = 1, . . . , r. Aucun de ces arcs ne pouvant être de même
rang, S∗ ne contient donc qu'un et un seul arc de rang j pour tout j = 1, . . . , t. Admettons
que l'arc A∗

1 ∈ S∗ provenant du stable S1 soit de rang j. D'après la remarque précédente, S∗

possède nécessairement un arc de rang (j−1) mod t appartenant à un des stables S2, . . . , Sr.
Or, par dé�nition, tous les arcs de rang (j − 1) mod t et di�érents de A∗

1 chevauchent ce
même arc A∗

1. Par conséquent, nous aboutissons à une contradiction et il n'existe aucun
stable de taille t dans S1, . . . , Sr ayant la propriété désirée. En prolongeant la preuve, on
peut même montrer qu'il n'existe pas d'autre stable de taille t que les stables S1, . . . , Sr

eux-mêmes.

Bien que le lemme 4.2 de découpage ne puisse pas s'étendre aux arcs circulaires, nous
remarquons que la démonstration de la proposition 4.5 autorise l'emploi d'une version plus
faible du lemme en question. En e�et, les stables sur lesquels le lemme de découpage est ap-
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pliqué sont tous de taille strictement supérieure à k. Or le lemme 4.2 tient toujours lorsque
les stables sont de taille k. Peut-on utiliser cette remarque a�n d'étendre la proposition 4.5
aux graphes d'arcs ? La réponse est oui, en utilisant la version suivante du lemme de décou-
page où chaque stable n'est plus de taille t, mais de taille t+ 1.

Lemme 4.3 (Lemme faible de découpage) Soit r stables disjoints S1, . . . , Sr contenant
chacun au moins t + 1 arcs circulaires (1 ≤ r ≤ t), ainsi que r entiers positifs β1, . . . , βr
tel que

∑r
u=1 βu = t. Alors il existe un stable S∗ de taille t tel que pour tout u = 1, . . . , r,

exactement βu arcs de S∗ appartiennent à Su. De plus, ce stable S∗ peut être extrait en
temps O(rt) si les arcs de chaque stable sont ordonnés.

Preuve. La démonstration repose sur le lemme 4.2 de découpage. Soit p un point du cercle.
Pour tout u = 1, . . . , r, retirons de chaque stable Su l'arc qui contient p (il en existe au
plus un). Suite au retrait de ces arcs, le point p n'est couvert par aucun arc de S1, . . . , Sr.
Par conséquent, le graphe induit par ces stables est maintenant un graphe d'intervalles,
sur lequel le lemme de découpage peut s'appliquer (puisque chaque stable est de taille au
moins t). Clairement, le retrait des arcs ne demande qu'un temps O(rt). Ensuite, la procé-
dure Découper-Intervalles peut directement être utilisée sur le nouvel ensemble d'arcs, à
condition que les arcs de chaque stable soient renumérotés à partir du point p et dans l'ordre
circulaire. Le temps total nécessaire à l'extraction du stable S∗ reste donc en O(rt). ⊓⊔

En accord avec la discussion précédente, la proposition suivante et son corollaire sont
établies.

Proposition 4.6 (Propriété de redécoupage) Les graphes d'arcs partagent la propriété
de redécoupage, quel que soit k.

Corollaire 4.11 (Complexité du redécoupage) Le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace O(n) pour les graphes d'arcs, étant données en entrée une coloration du
graphe où chaque couleur apparaît au moins k fois et une représentation par arcs ordonnée.

Remarque. Un corollaire du lemme 4.3 est que les graphes d'arcs ne contiennent pas le graphe
Kk+1,k+1 comme sous-graphe induit pour k ≥ 2. À la di�érence des graphes d'intervalles, ils
admettent comme sous-graphe induit le graphe K2,2, c'est-à-dire le cycle C4 (tout comme
les graphes sans K1,3).

Le cas des graphes de tolérances propres

Comme nous l'avons évoqué en introduisant ce chapitre, le graphe Kk+1,k+1 appartient à
la classe des graphes de tolérances bornées, quel que soit k (voir la �gure 4.4). Toutefois, une
question reste en suspens : le graphe Kk+1,k+1 possède-t-il une représentation par tolérances
propres ? Dans cette dernière partie, nous apportons une réponse à cette question pour
k = 2, en démontrant que les graphes de tolérances propres ne possèdent aucune copie
induite du graphe K3,3. D'un autre côté, nous montrerons que le lemme de découpage ne
peut pas s'étendre aux graphes de tolérances unitaires pour k ≥ 3, même dans sa version
faible. Nous rappelons que la tolérance d'un intervalle (ou sommet) i est notée t(i).
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t(I0, I1, I2) = 0

t(I5) = 5I5

I4 t(I4) = 5

I3 t(I3) = 5

I0 I1 I2

0 1 2 3 4 5

Figure 4.4 � Une représentation du graphe K3,3 par tolérances bornées.

Lemme 4.4 Soit G un graphe de tolérances propres et A,B deux stables disjoints de G

contenant chacun trois sommets. Alors il existe un sommet dans A et un sommet dans B

qui ne sont reliés par aucune arête.

Preuve. Considérons une représentation par tolérances propres du graphe G où tous les
intervalles sont ouverts et notons A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2, b3} avec (i) g(a1) ≤
g(a2) ≤ g(a3) et g(b1) ≤ g(b2) ≤ g(b3) (comme les intervalles sont propres, les extrémités
droites satisfont les mêmes inégalités). Sans perdre de généralité, nous pouvons admettre que
g(a2) ≤ g(b2). Nous a�rmons alors que les sommets a1 et b3 ne sont reliés par aucune arête
dans le graphe G. Pour cela, montrons que d(a1) − g(b3) ≤ min{t(a1), t(b3)}. Les couples
de sommets a1, a2 et b2, b3 appartenant chacun à un même stable, nous avons que (ii)
d(a1)− g(a2) ≤ min{t(a1), t(a2)} et d(b2)− g(b3) ≤ min{t(b2), t(b3)}. Comme les intervalles
sont propres et que g(a2) ≤ g(b2), nous avons aussi que (iii) d(a1) − g(a2) ≥ d(a1) − g(b2)

et d(b2)− g(b3) ≥ d(a2)− g(b3). En combinant les inégalités (i), (ii) et (iii), nous obtenons
alors que

d(a1)− g(b3) ≤ d(a1)− g(b2) ≤ d(a1)− g(a2) ≤ min{t(a1), t(a2)} ≤ t(a1)

d(a1)− g(b3) ≤ d(a2)− g(b3) ≤ d(b2)− g(b3) ≤ min{t(b2), t(b3)} ≤ t(b3)

Ainsi, l'inégalité d(a1) − g(b3) ≤ min{t(a1), t(b3)} est valide et notre a�rmation justi�ée.
⊓⊔

Proposition 4.7 (Propriété de redécoupage) Les graphes de tolérances propres par-
tagent la propriété de redécoupage lorsque k = 2.

Corollaire 4.12 (Complexité du redécoupage) Le problème 2-Ordo peut être résolu
en temps et espace linéaire pour les graphes de tolérances propres, étant donnée en entrée
une coloration du graphe où chaque couleur apparaît au moins deux fois.

Remarque. Le problème peut même être résolu en temps et espaceO(n) si une représentation
par tolérances propres est fournie en entrée. Notons que ce type de résultat peut s'avérer
utile à la conception d'un algorithme dédié à la résolution du problème 2-Ordo pour les
graphes de tolérances propres, comme cela a été fait pour les graphes d'intervalles (voir
l'algorithme 2-Ordo-Intervalles, p. 27).
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L'extension de la proposition précédente pour k ≥ 3 semble être un problème di�cile.
En e�et, nous allons voir au travers de l'exemple suivant que toute tentative d'extension du
lemme de découpage aux graphes de tolérances unitaires et bornées est vouée à l'échec (y
compris dans sa version faible).

Soit Mk le graphe dé�ni comme l'union de deux ensembles de sommets numérotés de 1
à k et dont les seuls couples de sommets non connectés par une arête sont ceux qui portent
des numéros identiques. Dé�nissons maintenant le graphe Nk, pour k ≥ 3, comme l'union de
deux graphes Mk et d'un stable S de taille k2−3k (voir la �gure 4.5). Le graphe Nk possède
une partition S1, . . . , Sk en k stables de taille k + 1, où chaque stable Sk est composé des
quatre sommets portant le numéro k dansMk∪Mk et de k−3 sommets de S. Nous a�rmons
que de ce graphe Nk ne peut être extrait aucun stable S∗ de taille k et possédant un sommet
dans chaque stable Su pour tout u = 1, . . . , k. En e�et, si un sommet i de S∗ appartient au
sous-graphe Mk, alors aucun autre sommet de Mk ne peut appartenir à S∗ (puisque le seul
sommet avec lequel i n'est pas connecté dans Mk appartient au même stable que i). Par
conséquent, le stable S∗ doit contenir au moins k − 2 sommets provenant du sous-graphe
Nk \ (Mk∪Mk) et appartenant chacun à des stables di�érents, ce qui est impossible puisque
chaque stable Su (1 ≤ u ≤ k) ne contient pas plus de k − 3 sommets dans ce sous-graphe.

M4 M4

S1

S2

S3

S4

Figure 4.5 � Le graphe N4.

À présent, voici une représentation de Mk par tolérances unitaires et bornées. Soit p

un point entier sur l'axe des réels et ℓ un entier supérieur à 4k. Pour tout i = 1, . . . , k,
les deux sommets portant le numéro i sont respectivement représentés par les intervalles
Igi =]p + i − ℓ, p + i[ et Idi =]p − i, p − i + ℓ[ munis des tolérances t(Igi ) = t(Idi ) = 2i (voir
la �gure 4.6). L'ensemble composé des intervalles Igi , respectivement Idi , induit une clique,
car ceux-ci partagent une portion de l'axe de longueur supérieure à 2k. Ensuite, pour toute
paire d'intervalles Igi et Idi′ , nous avons |I

g
i ∩Idi′ | = i+ i′ ; leurs tolérances respectives étant de

2i et 2i′, ceux-ci ne sont donc reliés par une arête que si i+ i′ ≤ 2i et i+ i′ ≤ 2i′, soit i = i′.
Par conséquent, cette représentation est correcte. De plus, une représentation du graphe Nk

par tolérances unitaires et bornées se déduit aisément de celle-ci. Ainsi, la version faible du
lemme de découpage tient pour les graphes de tolérances propres lorsque t = 2 (d'après
le lemme 4.4), mais pas pour les graphes de tolérances unitaires et bornées lorsque t ≥ 3.
Puisque le graphe M2 est isomorphe au cycle C4, nous pouvons remarquer que la version
forte du lemme ne tient pas non plus lorsque t = 2.
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p

Ig1

Ig3

Ig2
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Figure 4.6 � Une représentation du graphe M3 par tolérances unitaires.

Remarque. La version faible du lemme de découpage tient pour les graphes planaires lorsque
t = 2, puisqu'un graphe planaire ne peut contenir le graphe K3,3 comme sous-graphe induit
(d'après le théorème de Kuratowski, cf. [46, p. 80�84]). Par conséquent, les graphes planaires
partagent la propriété de redécoupage lorsque k = 2. D'un autre côté, le graphe N3 admet
une représentation planaire, ce qui condamne toute tentative d'extension pour t = 3. Comme
pour les graphes de tolérances propres, la question suivante se pose alors : les graphes
planaires partagent-ils la propriété de redécoupage lorsque k ≥ 3 ?

4.3 Su�sance pour les graphes triangulés

Dans cette dernière section, nous discutons de la propriété de redécoupage chez les
graphes triangulés. En dépit de nombreux e�orts, nous ne sommes parvenus à étendre la
proposition 4.5 que pour k ≤ 4.

Proposition 4.8 (Propriété de redécoupage) Les graphes triangulés partagent la pro-
priété de redécoupage lorsque k ≤ 4.

Comme pour les graphes d'intervalles ou d'arcs, la preuve de cette proposition repose
sur un lemme de découpage. Mais avant de détailler ce lemme, voici la propriété cruciale
sur laquelle repose toutes les preuves de cette section.

Lemme 4.5 (Propriété locale de faible densité) Soit A,B deux stables disjoints dans
un graphe triangulé. Alors le sous-graphe induit par A et B est une forêt contenant au plus
|A|+ |B| − 1 arêtes.

Preuve. Le sous-graphe induit par A et B est triangulé, donc il ne contient pas de cycle
induit de longueur supérieure ou égale à quatre. Étant biparti, il ne contient pas non plus
de cycle induit de longueur trois. Par conséquent, celui-ci est acyclique et ne contient donc
pas plus de |A|+ |B| − 1 arêtes. ⊓⊔

Le lemme de découpage, ici dans sa version faible et ad hoc pour k ≤ 4, est établi
en deux parties. La première partie, décrite ci-dessous, permet d'extraire des stables de
taille deux ou trois lors de l'application de la méthode de découpage utilisée pour la preuve



4.3 Su�sance pour les graphes triangulés 83

des proposition 4.5 et 4.6, pour k ≤ 4. Nous dirons qu'un sommet est d-connecté (resp.
exactement d-connecté) à un stable lorsqu'il est connecté à au moins (resp. exactement) d
sommets de ce stable.

Lemme 4.6 (Lemme ad hoc de découpage) Soit A,B,C trois stables disjoints dans un
graphe triangulé :

(1) si A et B sont chacun de taille deux, alors il existe un stable de taille deux avec un
sommet dans A et un sommet dans B ;

(2) si A et B sont chacun de taille trois, alors il existe un stable de taille trois avec deux
sommets dans A et un sommet dans B ;

(3) si A, B et C sont chacun de taille quatre, alors il existe un stable de taille trois avec
un sommet dans chacun des stables A, B et C.

Preuve. La preuve de l'assertion (1) est immédiate d'après la propriété locale de faible
densité. En e�et, prenons deux sommets de A et deux sommets de B. Si (1) n'est pas
véri�ée, alors les deux sommets de A doivent être connectés aux deux sommets de B. Cela
fait quatre arêtes au total, alors que la propriété locale de faible densité en impose moins
de trois. Plus directement, l'assertion (1) découle du fait que le graphe biparti induit par A
et B ne contient pas de copie induite du graphe K2,2, alias le cycle C4.

La preuve de l'assertion (2) est tout aussi directe. Si (2) n'est pas véri�ée, les trois
sommets de B sont connectés à au moins deux des trois sommets de A. Le sous-graphe
induit par ces six sommets doit donc contenir six arêtes. Or, la propriété locale de faible
densité en impose moins de cinq, ce qui est une contradiction.

Supposons maintenant qu'il n'existe pas de stable comme décrit dans l'assertion (3).
Tout d'abord, nous a�rmons que tout sommet i ∈ A ∪ B ∪ C est 3-connecté à au moins
un stable parmi A,B,C. Sans perdre de généralité, admettons que i ∈ A contredise cette
a�rmation. Il existe donc au moins deux sommets de B et deux sommets de C qui ne sont
pas connectés à i et d'après la propriété locale de faible densité, un des deux sommets de B
n'est pas connecté à un des deux sommets de C. Comme ces derniers ne sont pas connectés au
sommet i, ils induisent avec celui-ci un stable de taille trois ayant la propriété désirée, ce qui
est une contradiction. Notre première a�rmation est donc démontrée. Prenons maintenant
trois sommets de A. D'après l'a�rmation précédente, ces trois sommets doivent chacun être
3-connectés aux stables B ou C. Par conséquent, au moins deux de ces trois sommets sont
3-connectés au même stable, ce qui est impossible sans violer la propriété locale de faible
densité. ⊓⊔

Remarque. Nous verrons par la suite que l'assertion (3) peut être renforcée, au prix de
quelques e�orts supplémentaires (voir le lemme 4.12, p. 87).

La seconde partie du lemme de découpage, décrite ci-après, statue sur l'extraction des
stables de taille quatre. Hormis la preuve de l'assertion (4), la démonstration de cette seconde
partie demande plus e�orts.

Lemme 4.7 (Lemme ad hoc de découpage) Soit A,B,C,D quatre stables disjoints dans
un graphe triangulé :
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(4) si A et B sont chacun de taille quatre, alors il existe un stable de taille quatre avec
trois sommets dans A et un sommet dans B ;

(5) si A et B sont chacun de taille quatre, alors il existe un stable de taille quatre avec
deux sommets dans A et deux sommets dans B ;

(6) si A, B et C sont respectivement de taille six, quatre et quatre, alors il existe un stable
de taille quatre avec deux sommets dans A, un sommet dans B et un sommet dans C ;

(7) si A, B, C et D sont chacun de taille cinq, alors il existe un stable de taille quatre
avec un sommet dans chacun des stables A, B, C et D.

L'assertion (4) s'obtient directement par application de la propriété locale de faible
densité. En e�et, si le stable de taille quatre que nous recherchons dans A et B n'existe
pas, alors chaque sommet de B doit être connecté à au moins deux sommets de A. Ainsi,
le sous-graphe induit par A et B doit contenir au moins huit arêtes, alors que la propriété
locale de faible densité en impose moins de sept.

Pour faciliter l'écriture des preuves qui vont suivre, nous aurons besoin de quelques
dé�nitions spéci�ques. Soit A,B,C,D quatre stables disjoints dans un graphe triangulé,
chacun de taille au moins deux. Nous appelons doublet dans (A,B) un stable de taille deux
avec un sommet dans A et un sommet dans B ; par analogie, un triplet dans (A,B,C) (resp.
un quadruplet dans (A,B,C,D)) est un stable de taille trois (resp. quatre) avec un sommet
dans chacun des stables A, B et C (resp. A, B, C et D). Un carré dans (A,B) est un stable
de taille quatre avec deux sommets dans A et deux sommets dans B ; par analogie, un quasi-
carré {a, b, a′, b′} dans (A,B) correspond à la succession des trois doublets {a, b}, {b, a′} et
{a′, b′} et devient un carré si les sommets a et b′ ne sont pas reliés (voir la �gure 4.7). Nous
rappelons que le degré d'un sommet i est noté d(i).

a′

b b′

A

B

a

Figure 4.7 � Un doublet, un carré et un quasi-carré.

Lemme 4.8 (Lemme des doublets) Soit A,B deux stables disjoints dans un graphe tri-
angulé. Si A et B sont de taille au moins t ≥ 2, alors il existe t− 1 doublets disjoints dans
(A,B).

Preuve. Lorsque A et B sont de taille t = 2, l'assertion est immédiatement véri�ée (d'après
la propriété locale de faible densité). Pour t > 2, nous procédons de la façon suivante. Tant
que t ≥ 2, nous appliquons le lemme avec t = 2 sur deux stables A′ ⊆ A et B′ ⊆ B a�n d'en
retirer un doublet. Clairement, le nombre de doublets ainsi extraits sera de t− 1. ⊓⊔
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Preuve des assertions (5) et (6) du lemme de découpage

Voici le lemme sur lequel repose la preuve des assertions (5) et (6). Nous verrons qu'il
permet aussi d'obtenir simplement l'assertion (3) du lemme 4.6.

Lemme 4.9 (Lemme du carré) Soit A,B deux stables disjoints dans un graphe trian-
gulé. Si A et B sont chacun de taille au moins quatre, alors il existe un carré dans (A,B).

Preuve. Nous écrirons A = {a1, a2, a3, a4} et B = {b1, b2, b3, b4}. Supposons qu'il n'existe
aucun carré dans (A,B). Cela implique immédiatement que pour toute paire de sommets
ai, aj ∈ A, l'inégalité d(ai) + d(aj) ≥ 3 est satisfaite (dans le cas contraire, au moins deux
sommets de B ne sont pas connectés à ai et aj , et un carré existe dans (A,B)). Nous
pouvons en déduire que trois sommets de A ont un degré au moins deux. D'un autre côté, la
propriété locale de faible densité impose que la somme des degrés des sommets appartenant
à A soit inférieure ou égale à sept. Par conséquent, nous pouvons sans perdre de généralité
poser d(a1) ≤ 1, d(a2) ≥ 2, d(a3) ≥ 2 et d(a4) ≥ 2. En appliquant la propriété locale
de faible densité au sous-graphe induit par A \ {a1} et B, nous obtenons aussi l'inégalité
d(a2) + d(a3) + d(a4) ≤ 6 qui, combinée aux précédentes, nous donne (i) d(a1) ≤ 1 et
d(a2) = d(a3) = d(a4) = 2.

b4b3

A

B

a1 a2 a3 a4

b1 b2

Figure 4.8 � La chaîne et le carré.

Par des arguments symétriques, nous obtenons que (ii) d(b1) = d(b2) = d(b3) = 2 et
d(b4) ≤ 1 pour les sommets de l'ensemble B. Une fois réunies, les conditions (i) et (ii)
forcent le graphe biparti induit par A et B à être isomorphe à une chaîne où {a1, a2, b3, b4}
forme un carré (voir la �gure 4.8), ce qui contredit notre hypothèse première. ⊓⊔

L'assertion (5) du lemme 4.7 découle immédiatement du lemme du carré. Voici mainte-
nant la preuve de l'assertion (6). Soit A,B,C trois stables disjoints dans un graphe triangulé,
respectivement de taille six, quatre et quatre. D'après le lemme du carré, il existe un carré
{b1, c1, b2, c2} dans (B,C). Considérons alors le graphe biparti induit par ce carré et le stable
A et supposons qu'il n'existe aucun stable de taille quatre avec un sommet dans {b1, b2}, un
sommet dans {c1, c2} et deux sommets dans A. Clairement, cela implique que pour toute
paire bi, cj de sommets (1 ≤ i, j ≤ 2), l'inégalité d(bi) + d(cj) ≥ 5 soit satisfaite. En som-
mant les quatre inégalités en question, nous obtenons que le nombre d'arêtes dans le graphe
biparti considéré est supérieur à dix. Or, la propriété locale de faible densité en impose un
nombre inférieur ou égal à neuf, ce qui est une contradiction.

Remarque. Une preuve de l'assertion (3) du lemme 4.6 s'obtient par des arguments similaires.
Cette technique de preuve peut d'ailleurs être généralisée en le lemme suivant.
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Lemme 4.10 Soit X = X1∪· · ·∪Xt et Y deux stables disjoints de taille 2t dans un graphe
triangulé, où X1, . . . , Xt forment t couples disjoints de sommets (t ≥ 1). Alors il existe un
stable de taille t+ 1 composé d'un sommet provenant de chaque ensemble Xi (1 ≤ i ≤ t) et
d'un sommet de Y .

Preuve. Supposons qu'un tel stable n'existe pas. L'inégalité d(x1) + · · · + d(xt) ≥ 2t est
alors satisfaite pour tout t-uplet x1 ∈ X1, . . . , xt ∈ Xt. En sommant ces inégalités sur tous
les t-uplets possibles, nous obtenons que d(X1) + · · · + d(Xt) ≥ 4t où d(Xi) représente la
somme des degrés des sommets appartenant à l'ensemble Xi. D'un autre côté, la propriété
locale de faible densité impose que d(X1) + · · ·+ d(Xt) ≤ 4t− 1, ce qui contredit l'inégalité
précédente. ⊓⊔

La preuve de l'assertion (3) correspond alors à la combinaison du lemme du carré et
du lemme 4.10 où t = 2 : il su�t de poser X1 = {b1, b2}, X2 = {c1, c2} et Y = A avec
{b1, b2, c1, c2} un carré dans (B,C).

Remarque. Cette seconde remarque a été émise par F. Ma�ray : l'assertion (6) peut être
renforcée, il su�t en e�et que le stable A soit de taille cinq, les stables B et C restant de
taille quatre. En utilisant les mêmes arguments, nous obtenons que A∪{b1, c1, b2, c2} induit
un arbre. Par recherche exhaustive en raisonnant sur le diamètre (ou sur le degré maximum),
nous ne trouvons alors que quelques arbres non isomorphes, et tous ont la propriété voulue.

Preuve de l'assertion (7) du lemme de découpage

La preuve de l'assertion (7) reste dans le même esprit que celle que nous avons donnée
pour l'assertion (3) du lemme 4.6. Celle-ci repose essentiellement sur le fait qu'un triplet
peut être extrait de trois stables disjoints de taille seulement trois, a�rmation que nous
prouvons à l'aide du lemme suivant.

Lemme 4.11 (Lemme du quasi-carré) Soit A,B deux stables disjoints dans un graphe
triangulé. Si A et B sont chacun de taille au moins trois, alors il existe un quasi-carré dans
(A,B).

Preuve. Posons A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2, b3} et distinguons les deux cas suivants.

Cas (a) : le degré maximum dans le sous-graphe induit par A et B est au plus deux.
Immédiatement, nous en déduisons que ce sous-graphe est une union de chaînes disjointes.
Dans le pire des cas et sans perdre de généralité, admettons que ce sous-graphe soit iso-
morphe à la chaîne {a1, b1, a2, b2, a3, b3}. Nous observons alors que l'ensemble {a1, a2, b2, b3}
induit un quasi-carré (voir la �gure 4.9).

Cas (b) : le degré maximum dans le sous-graphe induit par A et B est trois. Sans perdre
de généralité, admettons que le sommet a1 soit de degré trois. D'après la propriété locale
de faible densité, nous obtenons immédiatement que les sommets a2 et a3 sont tous deux
de degré inférieur à un. Après élimination des isomorphismes, les deux seules con�gurations
possibles sont illustrées sur la �gure 4.10. Après avoir numéroté les sommets de ces deux
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b2 b3

A

B

a1 a2 a3

b1

Figure 4.9 � Lemme du quasi-carré : le cas (a).

a3

b1 b2 b3

A

B

a1 a2 a3

b1 b2 b3

A

B

a1 a2

Figure 4.10 � Lemme du quasi-carré : les deux con�gurations du cas (b).

con�gurations comme sur celle-ci, nous remarquons que l'ensemble {a2, a3, b1, b2} forme un
quasi-carré.

⊓⊔

Lemme 4.12 (Lemme du triplet) Soit A,B,C trois stables disjoints dans un graphe tri-
angulé. Si A, B et C sont chacun de taille au moins trois, alors il existe un triplet dans
(A,B,C).

Preuve. Posons A = {a1, a2, a3}, B = {b1, b2, b3} et C = {c1, c2, c3}. D'après le lemme pré-
cédent, il existe un quasi-carré dans (A,B). Sans perdre de généralité, notons {a1, b1, a2, b2}
ce quasi-carré (avec {a1, b2} le couple de sommets pouvant être relié par une arête) et sup-
posons qu'il n'existe aucun triplet dans (A,B,C). Nous avons alors nécessairement que (i)
d(a1)+d(b1) ≥ 3, d(b1)+d(a2) ≥ 3 et d(a2)+d(b2) ≥ 3. D'un autre côté, la propriété locale
de faible densité impose que (ii) d(a1)+d(b1)+d(a2) ≤ 5 et d(b1)+d(a2)+d(b2) ≤ 5 (puisque
les ensembles {a1, b1, a2} et {b1, a2, b2} induisent chacun un stable). Des inégalités (i) et (ii)
nous pouvons déduire que 1 ≤ d(ai) ≤ 2 et 1 ≤ d(bi) ≤ 2 pour i = 1, 2. Après propagation
des contraintes et élimination des symétries, les trois seules con�gurations possibles sont :

d(a1) d(b1) d(a2) d(b2)

Cas (a) 1 2 1 2
Cas (b) 1 2 2 1
Cas (c) 2 1 2 2

Cas (a) : sans perdre de généralité, admettons que le sommet a1 soit connecté au sommet
c1. En appliquant successivement les inégalités (i), nous obtenons que les couples de sommets
suivants doivent être reliés par une arête : {b1, c2}, {b1, c3}, {a2, c1}, {b2, c2}, {b2, c3} (voir
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la �gure 4.11). Le sous-graphe induit par {b1, b2, c2, c3} ne respecte alors pas la propriété
locale de faible densité, ce qui est une contradiction.

b1

c3c2c1

a1 b2a2

C

Figure 4.11 � Lemme du triplet : le cas (a).

Cas (b) : sans perdre de généralité, admettons que le sommet a1 soit connecté au som-
met c1. En appliquant successivement les inégalités (i) tout en respectant la propriété locale
de faible densité, nous obtenons sans perdre de généralité que les couples de sommets sui-
vants doivent être reliés par une arête : {b1, c2}, {b1, c3}, {a2, c1}, {a2, c2}, {b2, c3} (voir
la �gure 4.12). Si le sommet a1 est relié au sommet b2, alors le sous-graphe induit par
{a1, b1, a2, b2} et C est isomorphe à un cycle de longueur sept sans corde, ce qui est une
contradiction. Dans le cas contraire, l'ensemble {a1, b2, c2} induit le triplé désiré, ce qui
contredit notre hypothèse première.

b1

c2c1

a1 b2a2

C

c3

Figure 4.12 � Lemme du triplet : le cas (b).

Cas (c) : sans perdre de généralité, admettons que le sommet a1 soit connecté aux
sommets c1 et c2. En appliquant successivement les inégalités (i), nous obtenons que les
couples de sommets suivants doivent être reliés par une arête : {b1, c3}, {a2, c1}, {a2, c2} (voir
la �gure 4.13). Le sous-graphe induit par {a1, a2, c1, c2} ne respecte alors pas la propriété
locale de faible densité, ce qui est une contradiction.

b1

c3c2c1

a1 b2a2

C

Figure 4.13 � Lemme du triplet : le cas (c).

⊓⊔
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À présent, l'assertion (7) du lemme de découpage peut être démontrée. Soit A,B,C,D

quatre stables disjoints dans un graphe triangulé, chacun de taille cinq. Tout d'abord, nous
montrons que s'il n'existe pas de quadruplet dans (A,B,C,D), alors tout sommet du sous-
graphe induit par ces quatre stables doit être exactement 3-connecté à un des trois stables
auxquels il n'appartient pas.

Montrons que tout sommet doit être 3-connecté à un des trois stables auxquels il n'ap-
partient pas. Sans perdre de généralité, supposons que a1 ∈ A ne soit 3-connecté à aucun
des trois stables B, C ou D. Dans ce cas, il existe un sous-graphe composé de trois sommets
de B, trois sommets de C et trois sommets de D tel que chacun de ces neuf sommets ne soit
pas connecté à a1. D'après le lemme 4.12, il existe un triplet dans ce sous-graphe et donc
un quadruplet dans (A,B,C,D) (puisque chaque sommet de ce triplet n'est pas connecté à
a1), ce qui est une contradiction.

Sans perdre de généralité, supposons maintenant que le sommet a1 ∈ A soit 4-connecté
au stable B. Clairement, aucun autre sommet de A ne peut être 3-connecté à B sans
violer la propriété locale de faible densité. Sans perdre de généralité, admettons que les
sommets a2, a3 ∈ A (resp. a4, a5 ∈ A) soient 3-connectés à C (resp. D). D'après la discussion
précédente, les sommets de D doivent être chacun 3-connectés à A, B ou C. Ainsi, au moins
un sommet de D est 3-connecté au stable B. Sans perdre de généralité, admettons que ce
soit le sommet d1 ∈ D. Comme a1 est 4-connecté à B, il existe deux sommets de B qui
sont à la fois connectés à a1 et à d1. D'après la propriété locale de faible densité, ces deux
derniers sommets doivent donc être reliés par une arête. Par des arguments similaires, nous
pouvons montrer qu'un autre sommet d2 est nécessairement connecté à a1. En e�et, il existe
un sommet de D qui est soit 3-connecté à B comme d1, ou bien 3-connecté à A et relié à
a1 (voir la �gure 4.14 en considérant d4, d5 ∈ D comme 3-connectés au stable C : soit deux
sommets de D dont d1 sont 3-connectés à B, soit deux sommets de D di�érents de d1 sont
3-connectés à A). En résumé, le sommet a1 ∈ A est 2-connecté au stable D. Les sommets
a4, a5 ∈ A étant 3-connectés au stable D, nous obtenons alors la contradiction suivante : le
sous-graphe induit par {a1, a4, a5} et D ne respecte pas la propriété locale de faible densité.

a5

d1 d2

A

B

a1

C

D

a3a2 a4 a5

d1 d2d3 d4 d5 d3 d4 d5

A

B

a1

C

D

a3a2 a4

Figure 4.14 � La preuve de l'assertion (7) : a1 est 4-connecté à B.

Nous venons de démontrer que tout sommet du sous-graphe induit doit être exactement
3-connecté à un des trois stables auxquels il n'appartient pas. En développant le même type
d'arguments, nous pouvons montrer que s'il n'existe pas de quadruplet dans (A,B,C,D),
alors tout sommet de ce même sous-graphe ne peut pas être à la fois 3-connecté à un stable
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et 2-connecté à un autre. Sans perdre de généralité, supposons que le sommet a1 ∈ A soit
relié aux sommets b1, b2, b3 ∈ B et relié aux sommets c1, c2 ∈ C. Clairement, un second
sommet de A doit être 3-connecté au stable B, un autre au stable C et les deux derniers
au stable D. Sans perdre de généralité, admettons que a2 ∈ A soit 3-connecté à B, que
a3 ∈ A soit 3-connecté à C et que a4, a5 ∈ A soient 3-connectés à D. D'après la discussion
précédente, chaque sommet de D doit être 3-connecté à A, B ou C. Nous a�rmons qu'au
moins deux sommets de D satisfont une des trois conditions suivantes : (i) le sommet est
3-connecté au stable A et relié à a1, (ii) le sommet est 3-connecté à B et relié à au moins
deux sommets parmi {b1, b2, b3}, ou bien (iii) le sommet est 3-connecté au stable C et relié
aux deux sommets {c1, c2}. A�n d'éviter de trop lourds détails techniques, nous laissons au
lecteur le soin de véri�er cette a�rmation (voir la �gure 4.15).

d5

a1

C

D

a3a2 a4 a5

d1 d2 d3 d4

A

B

Figure 4.15 � La preuve de l'assertion (7) : a1 est 3-connecté à B et 2-connecté à C.

Sans perdre de généralité, notons d1 et d2 les deux sommets de D qui satisfont à une de
ces trois conditions. De là, nous obtenons que d1 et d2 sont tous deux connectés au sommet
a1 (dans le cas (i), cela est immédiat et dans les cas (ii) et (iii), la propriété locale de faible
densité l'impose). Les sommets a4, a5 ∈ A étant 3-connectés au stable D, nous obtenons à
nouveau la contradiction suivante : le sous-graphe induit par {a1, a4, a5} et D ne respecte
pas la propriété locale de faible densité.

Pour conclure, nous établissons en�n l'assertion (7) du lemme 4.7 de découpage. Sup-
posons pour cela qu'il n'existe pas de quadruplet dans (A,B,C,D). D'après la discussion
précédente, tout sommet du sous-graphe induit par ces quatre stables est exactement 3-
connecté à un stable, mais ne peut pas en même temps être 2-connecté à un autre stable.
Dans chaque stable A, B, C ou D, deux paires de sommets sont 3-connectées au même
stable. Sans perdre de généralité, considérons que les deux sommets a1, a5 ∈ A soient 3-
connectés au stable B avec b1, b2, b3 reliés à a1 et b3, b4, b5 reliés à a5. Comme a1 et a5 ne
peuvent pas être 2-connectés à C ou D, au moins trois sommets de C et trois sommets de
D ne sont reliés ni à a1, ni à a5. Sans perdre de généralité, admettons que ces sommets
soient respectivement c2, c3, c4 et d2, d3, d4 (voir la �gure 4.16). D'après le lemme du triplet,
il existe un triplet avec un sommet dans {b1, b2, b4, b5}, un sommet dans {c2, c3, c4} et un
sommet dans {d2, d3, d4}. Si le triplet en question comporte un des deux sommets b1 ou b2
(resp. b4 ou b5), alors il induit aussi un quadruplet avec le sommet a5 (resp. a1). Dans un cas
comme dans l'autre, (A,B,C,D) contient un quadruplet, ce qui contredit notre hypothèse
première et complète ainsi la preuve de l'assertion (7) du lemme de découpage.
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d1 d4 d5

A

B

a1

C

D

a3a2 a4 a5

d2 d3

Figure 4.16 � La preuve de l'assertion (7) : l'épilogue.

Bien qu'existentielles, les preuves des lemmes 4.6 et 4.7 de découpage peuvent servir de
base à une méthode de découpage par recherche exhaustive, dont la complexité reste linéaire
lorsque k ≤ 4. Par conséquent, nous avons aussi le corollaire suivant.

Corollaire 4.13 (Complexité du redécoupage) Le problème Ordo peut être résolu en
temps et espace linéaire pour les graphes triangulés lorsque k ≤ 4, étant donnée en entrée
une coloration du graphe où chaque couleur apparaît au moins k fois.

Discussion et conjectures

Une question majeure reste ouverte : les graphes triangulés possèdent-ils la propriété de
redécoupage lorsque k ≥ 5 ? N'ayant trouvé aucun contre-exemple allant à l'encontre de
cette proposition, nous émettons la conjecture suivante.

Conjecture. Les graphes triangulés partagent la propriété de redécoupage, quel que soit k.

Nous avons pu véri�er la validité de cette assertion pour deux sous-classes des graphes
triangulés : les forêts et les graphes scindés. Le résultat concernant les forêts est dû à Baker
et Co�man [6] ; l'algorithme polynomial que proposent les deux auteurs pour résoudre le
problème Ordo restreint aux forêts et aux arbres s'appuie sur ce résultat. La preuve que nous
proposons ici, plus directe que l'originale, fournit un algorithme simple pour le redécoupage.

Proposition 4.9 (Baker et Co�man, 1996) Les forêts partagent la propriété de redé-
coupage, quel que soit k.

Preuve. Soit F = (X,Y,E) une forêt sous la forme d'un graphe biparti avec |X| ≥ k et
|Y | ≥ k. Nous pouvons considérer que |X| = k+ βx et |Y | = k+ βy avec 1 ≤ βx, βy ≤ k− 1

(si tel n'est pas le cas, il su�t d'extraire des stables de taille exactement k dans X et Y a�n
s'y ramener). Si βx + βy > k, alors découper F de façon triviale en quatre stables de taille
au plus k est le mieux que l'on puisse faire. Dans le cas contraire, c'est-à-dire βx + βy ≤ k,
nous montrons que l'on peut toujours extraire de F un stable de taille exactement βx + βy
et obtenir ainsi une partition en trois stables de taille au plus k.

Lorsque βx+βy ≤ k, nous avonsmin{βx, βy} ≤ k/2. Sans perdre de généralité, admettons
que βx ≤ k/2 et considérons trois ensembles disjoints X1 ∪X2 ∪X3 ⊆ X, chacun de taille
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βx. S'il n'existe pas dans F de stable avec βx sommets dans Xi (1 ≤ i ≤ 3) et βy sommets
dans Y , alors la somme des degrés des sommets de Xi doit être supérieure à k+1. En e�et,
si tel n'est pas le cas, βy sommets de Y ne sont connectés à aucun sommet de Xi (puisque
Y = k+ βy) et le stable recherché existe. Ainsi, nous obtenons la contradiction suivante : le
nombre d'arêtes dans F doit être supérieur à 3k + 3, alors que la propriété locale de faible
densité en impose pas plus de 2k + βx + βy − 1 ≤ 3k − 1. ⊓⊔

Proposition 4.10 Les graphes scindés partagent la propriété de redécoupage, quel que soit
k.

Preuve. Considérons une partition d'un graphe scindé tel que tous les stables soient de taille
au moins k. Comme le graphe est scindé, tous les sommets n'appartenant pas à une clique
maximum induisent nécessairement un stable. Après avoir extrait autant de stables de taille
k que ce qu'il y a de sommets dans la clique maximum, l'ensemble des sommets restants
peut donc être découpé de façon optimale. ⊓⊔

Corollaire 4.14 Le problème Ordo peut être résolu en temps et espace linéaire pour les
forêts et les graphes scindés, étant donnée en entrée une coloration du graphe où chaque
couleur apparaît au moins k fois.

Valider la conjecture précédente nécessite l'extension des assertions (3) et (7) du lemme
de découpage au cas k = 5, c'est-à-dire un réponse à la question : peut-on extraire de cinq
stables disjoints de taille six un stable avec un sommet dans chacun de ces cinq stables ?
La démonstration que nous donnons de l'assertion (7) est longue et fastidieuse et nous
ne pensons pas pouvoir l'étendre. En revanche, voici une piste de travail que nous avons
commencé à explorer et dont l'issue nous semble plus favorable.

Nous montrons qu'un lemme moins fort que le lemme du carré su�t à l'obtention de
l'assertion (3) du lemme 4.6 de découpage. Bien que les lemmes du carré et du quasi-carré
impliquent celui-ci, nous donnons la preuve suivante, plus directe.

Lemme 4.13 (Lemme a�aibli du quasi-carré) Soit A,B deux stables disjoints dans un
graphe triangulé. Si A et B sont chacun de taille au moins quatre, alors il existe un quasi-
carré dans (A,B).

Preuve. D'après le lemme 4.8 des doublets, les deux stables A et B induisent trois doublets
notés respectivement {a1, b1}, {a2, b2} et {a3, b3}. S'il n'existe aucun quasi-carré dans (A,B),
alors chaque paire ai, bj de sommets (1 ≤ i, j ≤ 3) avec i ̸= j doit être reliée par une arête.
Ainsi, nous obtenons la contradiction suivante : le sous-graphe induit par les trois doublets
doit contenir six arêtes, alors que la propriété locale de faible densité en impose moins de
cinq. ⊓⊔

L'assertion (3) du lemme de découpage s'obtient alors de la manière suivante. Soit
A,B,C trois stables disjoints dans un graphe triangulé, chacun de taille au moins quatre.
D'après le lemme précédent, il existe dans (A,B) un quasi-carré {a1, b1, a2, b2} avec a1, a2 ∈
A, b1, b2 ∈ B et a1 non connecté à b2.
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Supposons qu'il n'existe aucun stable de taille trois avec un sommet dans {a1, a2}, un
sommet dans {b1, b2} et un sommet dans C = {c1, c2, c3, c4}. Clairement, chaque sommet
de C doit être touché par au moins une arête provenant de chacun des trois doublets du
quasi-carré (si tel n'est pas le cas, il existe immédiatement un triplet dans (A,B,C)). Ainsi,
nous pouvons a�rmer que (i) d(a1)+d(b1) ≥ 4, d(b1)+d(a2) ≥ 4 et d(a2)+d(b2) ≥ 4. D'un
autre côté, l'application de la propriété locale de faible densité dans les deux sous-graphes
induits respectivement par les stables {a1, b1, a2} et C et par les stables {b1, a2, b2} et C

nous fournit les inégalités (ii) d(a1)+d(b1)+d(a2) ≤ 6 et d(b1)+d(a1)+d(b2) ≤ 6 (par abus
de langage, d dénote ici le degré du sommet dans le sous-graphe en question). En joignant
les inégalités (i) et (ii), nous obtenons que chaque sommet du quasi-carré {a1, b1, a2, b2}
doit être exactement 2-connecté au stable C. À présent, considérons le doublet {a1, b1} du
quasi-carré et admettons sans perdre de généralité que a1 soit connecté à c1, c2 et b1 soit
connecté à c3, c4. En appliquant les mêmes arguments au doublet {b1, a2}, nous obtenons
alors que le sommet a2 doit être connecté à c1, c2, ce qui impossible sans violer la propriété
locale de faible densité.

Cette technique de preuve semble pouvoir s'étendre au cas k = 4, même si cela est moins
clair qu'avec k = 3. Soit A,B,C,D quatre stables disjoints dans un graphe triangulé, chacun
de taille au moins cinq. Admettons qu'il existe un ensemble R = {a1, b1, c1, a2, b2, c2} dans
(A,B,C,D) tel que les sous-ensembles {a1, b1, c1}, {b1, c1, a2}, {c1, a2, b2} et {a2, b2, c2} in-
duisent chacun un stable. En appliquant la technique utilisée précédemment, nous obtenons
le système d'inégalités suivant pour les sommets de l'ensemble R :

d(a1) + d(b1) + d(c1) ≥ 5

d(b1) + d(c1) + d(a2) ≥ 5

d(c1) + d(a2) + d(b2) ≥ 5

d(a2) + d(b2) + d(c2) ≥ 5

d(a1) + d(b1) + d(c1) + d(a2) ≤ 8

d(b1) + d(c1) + d(a2) + d(b2) ≤ 8

d(c1) + d(a2) + d(b2) + d(c2) ≤ 8

De ce système nous pouvons déduire que chaque sommet de l'ensemble R doit être 3-
connecté au stable D. Une étude de cas (dont le détail est sans intérêt ici) nous permet
alors de conclure qu'il existe un quadruplet dans (A,B,C,D). Par analogie aux quasi-
carrés, l'ensemble R sera appelé quasi-rectangle. Suite à cette discussion, nous avons donc
l'assertion suivante.

Lemme 4.14 Soit A,B,C,D quatre stables dans un graphe triangulé, chacun de taille au
moins cinq. S'il existe un quasi-rectangle dans (A,B,C,D), alors il existe un quadruplet
dans (A,B,C,D).

Remarque. Nous pensons que l'utilisation raisonnée d'un ordinateur peut être utile à la
validation ou au rejet des deux conjectures que nous avons émises. Nous avons par exemple
fait correspondre aux assertions (3) et (7) un programme linéaire en nombres entiers dont une
solution induirait un contre-exemple. Les variables 0/1 du programme correspondent aux
arêtes du sous-graphe induit par les quatre stables et ses contraintes décrivent la propriété
locale de faible densité ainsi que la non existence du stable que l'on recherche. Dans le cas
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de l'assertion (7), la résolution du programme (dont nous savons à présent qu'il n'a pas
de solution) devient toutefois très di�cile et nécessite l'ajout de coupes correspondant aux
di�érents lemmes que nous avons pu établir (lemme du carré, lemme du triplet, etc.), ainsi
qu'à l'élimination des symétries.

Pour conclure, nous proposons une conjecture plus forte encore que la précédente, ten-
dant à uni�er tous les résultats de cette section. En e�et, la propriété énoncée dans cette
seconde conjecture, dérivée de la propriété locale de faible densité, est partagée par les
graphes sans K1,3, les graphes d'arcs et les graphes triangulés.

Conjecture. Les graphes dont tout sous-graphe induit par deux stables disjoints A et B ne
comporte pas plus de |A|+ |B| arêtes, partagent la propriété de redécoupage, quel que soit
k.

4.4 Synthèse des résultats

Pour clore le chapitre, voici une brève synthèse des résultats obtenus concernant la
propriété de redécoupage et sa complexité.

Graphes sans K1,3 Graphes d'intervalles Graphes d'arcs
k ≥ 2 O(n2/k) O(n+m) O(n+m)

Figure 4.17 � La complexité du redécoupage pour les graphes sans K1,3 et les graphes
d'arcs.

Graphes de tolérances propres Graphes de tolérances
k = 2 O(n+m) contre-exemple
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) contre-exemple

Figure 4.18 � La complexité du redécoupage pour les graphes de tolérances.

Forêts Graphes scindés Graphes triangulés
k ≤ 4 O(n+m) O(n+m) O(n+m)

k ≥ 5 O(n+m) O(n+m) ouvert

Figure 4.19 � La complexité du redécoupage pour les graphes triangulés.

Contrairement au cas des graphes triangulés, nous pensons qu'il existe des graphes de
tolérances unitaires et bornées ne partageant pas la propriété de redécoupage.



Chapitre 5

Sur certains problèmes de partition

relatifs aux graphes d'intervalles

Dans ce chapitre, nous abordons certains problèmes de partition touchant de près ou de
loin la classe des graphes d'intervalles 1. Nous étudions tout particulièrement le problème
de la partition d'un graphe d'intervalles, ou d'arcs, en sous-graphes (induits) d'intervalles
propres. Immédiatement, deux questions peuvent être posées concernant ce problème. La
première, plutôt soulevée par le mathématicien, est : peut-on trouver de bonnes bornes infé-
rieure et supérieure sur la taille de la partition minimum d'un graphe d'intervalles (ou d'arcs)
en sous-graphes d'intervalles propres ? La seconde, plutôt soulevée par l'informaticien, est :
existe-t-il un algorithme e�cace pour déterminer une telle partition ?

Nous apportons une réponse à la première question au travers du théorème présenté
ci-dessous. Bien que la preuve de ce résultat fournisse quelques éléments de réponse à la
seconde question, celle-ci reste ouverte.

Théorème 5.1 Tout graphe d'intervalles, ou même d'arcs, à n sommets admet une parti-
tion en moins de O(log n) sous-graphes d'intervalles propres. De plus, cette borne est atteinte
pour une famille in�nie de graphes d'intervalles.

La preuve constructive de ce résultat fournit un algorithme en temps et espace linéaire
pour calculer une telle partition. De fait, ce résultat peut avoir des applications dans la
mise au point d'algorithmes d'approximation pour certains problèmes di�ciles relatifs aux
graphes d'intervalles ou d'arcs. En e�et, beaucoup de problèmes di�ciles pour ces graphes
deviennent plus faciles à traiter dès lors qu'il s'agit de graphes d'intervalles propres. Dans
la deuxième section, nous présenterons une application de ce type à la croisée des domaines
de l'ordonnancement de tâches et de la plani�cation de personnel, à l'origine des travaux
présentés dans ce chapitre. En�n, nous discuterons dans la troisième section de quelques
problèmes et résultats relatifs à la partition d'un graphe d'intervalles en sous-graphe d'in-
tervalles propres. Mais tout d'abord, voici la démonstration du théorème 5.1.

1. Les résultats présentés dans ce chapitre apparaissent en partie dans [64] et [67] (en anglais).
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5.1 Partitions en sous-graphes d'intervalles propres

Pour commencer, nous donnons une première preuve du théorème, s'appuyant notam-
ment sur une construction en temps et espace linéaire. Par la suite, d'autres types de
construction seront exploitées a�n d'a�ner la borne supérieure du théorème.

Une première borne supérieure

Le lemme suivant nous permet d'obtenir une borne supérieure en fonction de t lorsque le
graphe d'intervalles est sansK1,t. La plus petite valeur t pour laquelle un graphe d'intervalles
est sans K1,t peut être déterminée en temps O(n2) comme suit. Pour chaque intervalle Ii
(1 ≤ i ≤ n), calculer la taille ti du plus grand stable parmi tous les intervalles intersectés
par Ii : il est alors assez facile de voir que t = max{ti | 1 ≤ i ≤ n}. Les intervalles de la
représentation étant ordonnés, le calcul d'un stable maximum ne prend qu'un temps O(n)

[81].

Lemme 5.1 (Lemme de partition linéaire) Soit G un graphe d'intervalles sans K1,t,
avec t > 1. Alors G admet une partition en moins de ⌊t/2⌋ sous-graphes d'intervalles propres.
De plus, cette partition s'obtient en temps et espace linéaire.

Preuve. Un algorithme est proposé pour la construction de cette partition. De façon syn-
thétique, l'algorithme extrait et colore linéairement des cliques de G avec l'ensemble de
couleurs {0, . . . , ⌊t/2⌋ − 1} ; la sortie de l'algorithme sera la partition de G induite par ces
⌊t/2⌋ couleurs.

Algorithme Colorer-Cliques ;

Entrée : un graphe d'intervalles G sans K1,t (t > 1) ;

Sortie : une partition de G en ⌊t/2⌋ sous-graphes d'intervalles propres ;

Début ;

calculer une représentation par intervalles I1, . . . , In of G, ordonnée selon <g ;

C0 ← · · · ← C⌊t/2⌋−1 ← ∅, i← 1, j ← 0 ;

tant que i ≤ n faire

Cj ← {Ii}, dclique ← d(Ii), i← i+ 1 ;

tant que i ≤ n et g(Ii) ≤ dclique faire

Cj ← Cj ∪ {Ii} ;
si d(Ii) < dclique alors dclique ← d(Ii) ;

i← i+ 1 ;

Cj mod ⌊t/2⌋ ← Cj mod ⌊t/2⌋ ∪ {Cj}, j ← j + 1 ;

retourner C0, . . . , C⌊t/2⌋−1 ;

Fin ;

Puisque le calcul d'une représentation par intervalles ordonnée se fait en temps et espace
O(n+m) [32, 82], l'algorithme tout entier peut s'exécuter en temps et espace linéaire. Nous
établissons maintenant sa validité en montrant que chaque classe de couleur Cr (0 ≤ r ≤
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⌊t/2⌋ − 1) induit un graphe d'intervalles propres. Soit Cr = {Cr
1 , . . . , C

r
q} l'ensemble des

cliques a�ectées à Cr par l'algorithme, dans l'ordre de leur extraction. Si q ≤ 2, alors Cr
est immédiatement sans K1,3. Dans le cas contraire, supposons que Cc contienne une copie
induite de K1,3 avec Ia, représentant son sommet central, et Ib ≺ Ic ≺ Id ses trois feuilles.
Clairement, ces feuilles appartiennent à des cliques disjointes et nous pouvons poser Ib ∈ Cr

u,
Ic ∈ Cr

v et Id ∈ Cr
w avec 1 ≤ u < v < w ≤ q. Par l'algorithme, Ia appartient nécessairement

à Cr
u.

À présent, sélectionnons dans chaque clique Cj coloriée par l'algorithme entre Cr
u et

Cr
w l'intervalle de plus petite extrémité droite et ajoutons-le à un ensemble S, initialement

vide. Nous a�rmons que S induit un stable de taille au moins 2⌊t/2⌋+ 1. En e�et, si deux
intervalles de S se chevauchent, alors ils appartiennent à une clique de même couleur, ce qui
est une contradiction. Au moins ⌊t/2⌋ cliques sont colorées par l'algorithme entre Cr

u et Cr
v

(non compris) et encore ⌊t/2⌋ entre Cr
v et Cr

w (non compris). Par conséquent, S contient au
moins 2⌊t/2⌋+ 1 éléments et l'assertion est véri�ée.

Comme l'intervalle Ia ∈ Cr
u chevauche l'intervalle Id ∈ Cr

w, celui-ci chevauche aussi
tous les intervalles de S, excepté peut-être le dernier intervalle (en partant de la gauche),
qui appartient à Cr

w. Ce dernier intervalle est alors remplacé par Id, qui ne chevauche pas
l'avant-dernier intervalle de S (en e�et, si ce n'était pas le cas, Id n'appartiendrait pas à
Cr
w). Le stable S ainsi formé est de taille 2⌊t/2⌋ + 1 ≥ t, pour tout t > 1. Nous obtenons

ainsi qu'au moins t intervalles disjoints sont intersectés par Ia, ce qui contredit le fait que
G est sans K1,t. Par conséquent, l'ensemble Cr induit bien un graphe d'intervalles sans
K1,3, i.e. un graphe d'intervalles propres d'après le théorème de Roberts [131] (voir aussi le
théorème 1.3), et la correction de l'algorithme est démontrée. ⊓⊔

Remarque. L'algorithme Colorer-Cliques a�ecte les couleurs dans l'ordre 0, . . . , ⌊t/2⌋−1.
En fait, l'algorithme reste correct en prenant comme motif n'importe quelle permutation
de l'ensemble {0, . . . , ⌊t/2⌋ − 1, 0, . . . , ⌊t/2⌋ − 1}, répétée autant de fois que cela est né-
cessaire pour compléter l'a�ectation (la preuve reste la même que celle que nous avons
exposée ci-dessus). Cela implique notamment qu'il existe au moins (2t′)!/(2t

′
t′!) partitions

non isomorphes d'un graphe d'intervalles sans K1,t en t′ = ⌊t/2⌋ sous-graphes d'intervalles
propres. Par exemple, si le graphe admet une partition en deux sous-graphes d'intervalles
propres, les cliques peuvent être colorées à l'aide d'une des trois séquences de couleurs sui-
vantes : {0, 1, 0, 1}, {0, 1, 1, 0} ou {0, 0, 1, 1}. Tout autre séquence valide sera nécessairement
isomorphe à une de ces trois.

L'ensemble des cliques C1, . . . , Cj extraites de G forme clairement une partition de G

en cliques. En fait, cette partition, que nous appellerons par la suite partition en cliques
canonique, induit une partition minimum de G en cliques. En e�et, en prenant l'intervalle
de plus petite extrémité droite dans chaque clique Cj , nous obtenons un stable maximum
de G. Par conséquent, le cardinal de cette partition en cliques est nécessairement minimum.
Comme nous l'avions déjà précisé (voir la remarque p. 47), le calcul d'un stable maximum ou
d'une partition minimum en cliques ne prend donc qu'un temps O(n), si une représentation
par intervalles ordonnée selon <g (ou <d) est donnée en entrée.

Lemme 5.2 Tout graphe d'intervalles admet une partition en moins de ⌈log3((n+ 1)/2)⌉
sous-graphes d'intervalles sans K1,5. De plus, cette partition s'obtient en temps et espace
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linéaire.

Preuve. D'après la proposition 1.1, une représentation I1, . . . , In deG par intervalles ouverts,
dont les extrémités sont dans {1, . . . , n}, s'obtient en temps et espace linéaire. Notons ℓ la
longueur maximum d'un intervalle de cette représentation (ℓ ≤ n−1). Maintenant, e�ectuons
une partition des intervalles selon leur taille, comme suit : l'ensemble I1 contient les inter-
valles de longueur {1, 2, 3, 4}, l'ensemble I2 contient les intervalles de longueur {5, . . . , 16}, et
plus généralement, l'ensemble Ii contient les intervalles de longueur {2·3i−1−1, . . . , 2·3i−2}.
De cette façon, nous obtenons ⌈log3((ℓ+ 2)/2)⌉ ensembles, dont nous pouvons montrer que
chacun induit un graphe d'intervalles sans K1,5.

Supposons qu'un ensemble Ii ne satisfasse pas cette condition. Cela implique qu'un
intervalle de Ii contient proprement au moins trois intervalles disjoints. L'intervalle le plus
grand de Ii étant de longueur 2 · 3i − 2, la somme des longueurs de ces trois intervalles
doit donc être inférieure à 2 · 3i− 4. D'un autre côté, l'intervalle le plus petit de Ii étant de
longueur 2 ·3i−1−1, la somme des longueurs de ces trois intervalles est supérieure à 2 ·3i−3,
ce qui contredit l'a�rmation précédente. ⊓⊔

Remarque. La démonstration peut être réalisée à l'aide d'une représentation par intervalles
fermés, dont les extrémités sont dans {1, . . . , 2n}. La partition doit alors se faire de manière
à ce que l'ensemble Ii contienne les intervalles de longueur {4 · 3i−1 − 3, . . . , 4 · 3i − 4} pour
i = 1, . . . , ⌈log3((ℓ+ 4)/4)⌉ (ici ℓ ≤ 2n− 1). En fait, une généralisation de la preuve permet
de montrer que tout graphe d'intervalles admet une partition en O(logt n) sous-graphes
d'intervalles sans K1,t+2, pour tout entier t > 1.

Proposition 5.1 (Borne supérieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'arcs) admet une
partition en moins de 2⌈log3((n+ 1)/2)⌉ (resp. 2⌈log3((n+ 1)/2)⌉ + 1) sous-graphes d'in-
tervalles propres, pour n > 1. De plus, cette partition s'obtient en temps et espace linéaire.

Preuve. La preuve de la borne supérieure pour les graphes d'intervalles découle immédia-
tement de la combinaison du lemme 5.2 et du lemme 5.1 de partition linéaire pour t = 5.
Quant aux graphes d'arcs, nous procédons de la façon suivante. Tout d'abord, calculons en
temps et espace linéaire une représentation par arcs du graphe [120]. Ensuite, choisissons
un point p sur le cercle et déterminons l'ensemble V ′ des sommets correspondant aux arcs
qui contiennent p. Il su�t alors d'observer que V ′ induit une clique et que le sous-graphe
induit par V \ V ′ est un graphe d'intervalles pour obtenir la borne recherchée (toute clique
induit de façon triviale un graphe d'intervalles propres). ⊓⊔

Voici un graphe d'intervalles pour lequel la construction proposée ci-dessus retourne une
partition en f(n) = 2⌊log3((n+ 1)/2)⌋ sous-graphes d'intervalles propres. Pour simpli�er
la construction, nous considérerons que n est un multiple de f(n) et nous poserons g(n) =
n/f(n) − 1. Le graphe d'intervalles en question est représenté par l'ensemble d'intervalles
ouverts suivant : pour tout i = 1, . . . , f(n)/2, soit un intervalle ]1, 2 · 3i − 1[, un intervalle
]1, 2 · 3i−1[, g(n) intervalles ]2 · 3i−1, 4 · 3i−1− 1[ et g(n) intervalles ]4 · 3i−1− 1, 2 · 3i− 2[. Le
lecteur notera que les extrémités de tous ces intervalles appartiennent à l'ensemble {1, . . . , n}
et que le graphe n'est pas un graphe d'intervalles propres (voir la �gure 5.1 pour un exemple
de construction).
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4

g(24)

f(24)/2

11 17161 2 5 63

Figure 5.1 � Un exemple de construction avec n = 24 (f(24) = 4, g(24) = 5).

L'application du lemme 5.2 nous donne une partition en f(n)/2 ensembles contenant
chacun les intervalles d'indice i dans la dé�nition précédente. Ensuite, chacun de ces en-
sembles admet une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres par application du
lemme de partition linéaire avec t = 5. Cette seconde partition est de surcroît la meilleure
possible puisque ces ensembles contiennent chacun une copie induite de K1,3. Ainsi, la par-
tition obtenue après l'application des deux lemmes est exactement de cardinal f(n). D'un
autre côté, la meilleure partition possible est de cardinal deux, composée d'une part des
intervalles ]1, 2 · 3i − 1[ et ]1, 2 · 3i−1[ pour i = 1, . . . , f(n)/2 et d'autre part des intervalles
]2 · 3i−1, 4 · 3i−1 − 1[ et ]4 · 3i−1 − 1, 2 · 3i − 2[ pour i = 1, . . . , f(n)/2. En e�et, le premier
ensemble induit clairement une clique (tous ses intervalles contiennent le point d'abscisse
1 + ϵ, avec ϵ > 0) et le second est une union de cliques disjointes (les intervalles d'indice i

ne peuvent en aucun cas chevaucher ceux d'indice i− 1).

La borne inférieure

Comme en témoigne la proposition suivante, la borne supérieure que nous venons d'éta-
blir n'est pas loin d'être la meilleure possible.

Proposition 5.2 (Borne inférieure) Pour tout entier k ≥ 1, il existe un graphe k-parti
Hk à n = (3k − 1)/2 sommets qui n'admet aucune partition en moins de k = log3(2n + 1)

sous-graphes d'intervalles propres.

Preuve. Une représentation par intervalles de ce graphe Hk s'obtient en dé�nissant récursi-
vement k stables S1, . . . , Sk comme suit. Le stable S1 consiste en un unique intervalle ouvert.
Pour i = 2, . . . , k, le stable Si est obtenu en copiant le stable Si−1, puis en subdivisant cha-
cun de ses intervalles en trois intervalles ouverts de taille égale (voir la �gure 5.2 pour un
exemple de construction). L'ensemble S1, . . . , Sk des stables résultant de cette construction
induit un graphe k-parti dont le nombre de sommets est n =

∑k
i=1 3

i−1 = (3k − 1)/2.



100 Chapitre 5. Sur certains problèmes de partition relatifs aux intervalles

S1

S2

S3

1

R

Figure 5.2 � Une représentation du graphe H3 par intervalles.

Comme chaque stable induit de façon triviale un sous-graphe d'intervalles propres, Hk

admet immédiatement une partition en k sous-graphes d'intervalles propres. Nous allons
montrer par induction que la plus petite partition deHk en sous-graphes d'intervalles propres
est en fait de cardinal ξ(Hk) = k. Nous prendrons donc ξ(Hi−1) = i − 1 comme base de
l'induction pour i > 2 ; le lecteur véri�era aisément que ξ(H1) = 1 et ξ(H2) = 2. À présent,
supposons que ξ(Hi) < i et considérons une partition de Hi en i− 1 ensembles I1, . . . , Ii−1

d'intervalles, induisant chacun un graphe d'intervalles propres.

Considérons, sans perte de généralité, que l'unique intervalle I∗ ∈ S1 appartienne à
l'ensemble I1. Nous a�rmons alors que les intervalles de l'ensemble I1\{I∗} induisent au plus
deux cliques disjointes. En e�et, le contraire impliquerait l'existence d'une copie induite de
K1,3 dans I (avec I∗ comme sommet central et un intervalle de chacune des cliques disjointes
comme feuille). Cette a�rmation implique qu'au moins un intervalle de S2 ainsi que tous les
intervalles issus de sa subdivision dans les stables S3, . . . , Si n'appartiennent pas à l'ensemble
I1. Or, ces intervalles induisent un exemplaire du graphe Hi−1, dont la partition en sous-
graphes d'intervalles propres nécessite, d'après l'hypothèse d'induction, i−1 ensembles. Nous
obtenons en conséquence une contradiction, puisque seuls les i − 2 ensembles I2, . . . , Ii−1

sont disponibles pour réaliser cette partition. Ainsi, nous avons ξ(Hi) = i pour i > 2 et la
preuve par induction est complétée. En�n, l'égalité n = (3k − 1)/2 nous permet de conclure
que ξ(Hk) = log3(2n+ 1). ⊓⊔

Remarque. La construction du graphe Hk peut être réalisée à l'aide d'intervalles ayant tous
des extrémités entières entre 0 et (2n + 1)/3 (qui ici est entier puisque n − 1 est multiple
de trois). Il su�t pour cela de dé�nir la longueur des intervalles de Sk comme égale à un
(l'unique intervalle de S1, le plus long de la représentation, sera alors de longueur 3k−1).

Corollaire 5.1 (Borne inférieure) Pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe d'inter-
valles qui n'admet aucune partition en moins de ⌊log3(2n+ 1)⌋ sous-graphes d'intervalles
propres.

Preuve. Dé�nissons le graphe Hk avec k le plus grand entier tel que n ≥ (3k − 1)/2, puis
ajoutons à celui-ci exactement n− (3k−1)/2 sommets isolés. Par la proposition précédente,
ce graphe n'admet aucune partition en moins de ⌊log3(2n+ 1)⌋ sous-graphes d'intervalles
propres. ⊓⊔

Corollaire 5.2 Pour tout entier t ≥ 2, il existe un graphe d'intervalles sans K1,t, possédant
au plus ⌊(3t− 4)/2⌋ sommets, qui n'admet aucune partition en moins de ⌊log3(t− 1)⌋ + 1

sous-graphes d'intervalles propres.
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Preuve. Il su�t de remarquer que le grapheHk dé�ni dans la proposition précédente est sans
K1,t pour t ∈ {3k−1 + 1, . . . , 3k}. En exprimant n et ξ(Hk) en fonction de t, nous obtenons
que Hk contient au plus ⌊(3t− 4)/2⌋ sommets et n'admet aucune partition en moins de
⌊log3(t− 1)⌋ + 1 sous-graphes d'intervalles propres pour tout t ∈ {3k−1 + 1, . . . , 3k}, quel
que soit k ≥ 1. ⊓⊔

Ra�nement de la borne supérieure

Voici une nouvelle construction, légèrement plus coûteuse en temps, permettant d'abais-
ser signi�cativement la borne du lemme 5.1 de partition linéaire et de là, la borne supérieure
de la proposition 5.1.

Lemme 5.3 (Lemme de partition logarithmique) Soit G un graphe d'intervalles sans
K1,t avec t > 1. Alors G admet une partition en moins de f0(t) = ⌈log3((t− 1)/2)⌉ + 1

sous-graphes d'intervalles propres. De plus, cette partition s'obtient en temps O(n log t+m)

et espace linéaire.

Preuve. Voici l'algorithme permettant d'obtenir une telle partition. Par abus de langage,
nous dé�nirons ici l'extrémité gauche g(Cj) (resp. extrémité droite d(Cj)) d'une clique Cj

comme la plus grande (resp. petite) extrémité gauche (resp. extrémité droite) d'un inter-
valle dans Cj . Ainsi, nous dirons qu'un intervalle traverse la clique Cj quand il chevauche
la portion de droite [g(Cj), d(Cj)].

Algorithme Colorer-Cliques++ ;

Entrée : un graphe d'intervalles G sans K1,t (t > 1) ;

Sortie : une partition de G en f0(t) = ⌈log3((t− 1)/2)⌉ sous-graphes d'intervalles propres ;

Début ;

calculer une représentation par intervalles I1, . . . , In de G, ordonnée selon <g ;

calculer une partition canonique C0, . . . , Cq−1 de G en cliques ;

i∗ ← ⌈log3((t− 1)/2)⌉, C0 ← · · · ← Ci∗ ← ∅, i← i∗ ;

tant que i ≥ 0 faire

pour j de 0 à q − 1 par pas de 3i faire

inclure dans Ci tous les intervalles non marqués traversant la clique Cj ;

marquer les intervalles qui viennent d'être inclus dans Ci ;
i← i− 1 ;

retourner C0, . . . , Ci∗ ;

Fin ;

Tout d'abord, analysons la complexité de l'algorithme. Comme nous l'avons vu précé-
demment, calculer une représentation par intervalles ordonnée se fait en temps et espace
linéaire [32, 82]. De là, la partition canonique de G en cliques s'obtient en temps et espace
O(n). Correctement implantée, la recherche des intervalles non marqués qui traversent les
cliques sélectionnées par la boucle pour ne prend qu'un temps O(n). En e�et, les intervalles
non marqués qui traversent une clique Cj ont nécessairement leur extrémité gauche dans la
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portion de droite ]d(Cj′), d(Cj)] où Cj′ est la clique précédemment sélectionnée. Par consé-
quent, un balayage des intervalles dans l'ordre <g permettra d'e�ectuer cette recherche en
une seule passe. La boucle tant que étant répétée i∗ + 1 fois, soit ⌈log3((t− 1)/2)⌉+ 1 fois,
l'algorithme tout entier s'exécutera en temps O(n log t+m) et espace linéaire.

La validité de l'algorithme est maintenant démontrée. Les intervalles non marqués qui
sont inclus dans un ensemble Ci, à chaque pas de la boucle pour, forment une clique (ces
intervalles traversent tous la clique Cj). Ainsi, chaque ensemble Ci (0 ≤ i ≤ i∗ − 1) est une
union de cliques. De plus, nous observons que trois cliques ne peuvent avoir été incluses dans
l'ensemble Ci sans qu'aucune clique de Ci′ avec i′ > i ne soit intercalée entre deux de ces trois.
En e�et, les cliques incluses dans Ci correspondent aux ensembles d'intervalles non marqués
qui traversent Cj pour j = β · 3i avec β ≥ 0. Or, les intervalles traversant ces cliques
Cj se trouvent déjà inclus dans Ci′ avec i′ > i, pour tout β multiple de trois. De cette
observation, nous pouvons déduire que les ensembles C0, . . . , Ci∗−1 d'intervalles induisent
chacun un graphe d'intervalles sans K1,3. Admettons qu'un intervalle Ia et trois intervalles
Ib ≺ Ic ≺ Id induisent une copie de K1,3 dans un ensemble Ci (0 ≤ i ≤ i∗ − 1). Clairement,
les trois intervalles Ib, Ic, Id appartiennent à trois cliques di�érentes dans Ci et l'intervalle Ia
doit traverser chacune de ces trois cliques. Or, d'après l'observation précédente, Ia traverse
aussi une clique de l'ensemble Ci′ avec i′ > i. Ce dernier ayant été constitué avant l'ensemble
Ci, il devrait donc contenir l'intervalle Ia, ce qui est une contradiction.

≥ 3i
∗

R
≥ 3i

∗

Figure 5.3 � Une illustration de la preuve K1,3 ⇒ K1,t.

En�n, à l'aide des mêmes arguments que ceux employés dans la preuve du lemme 5.1 de
partition linéaire, nous pouvons montrer que l'existence d'un sous-graphe induit K1,3 dans
Ci∗ implique aussitôt l'existence d'un sous-graphe induit K1,t′ dans G avec t′ = 2 ·3i∗+1 ≥ t

(lorsque t > 1), ce qui est une contradiction. Par conséquent, l'ensemble Ci∗ induit lui aussi
un graphe sans K1,3. La preuve de cette a�rmation est illustrée par la �gure 5.3, les détails
de celle-ci étant laissés au lecteur. ⊓⊔

Cette fois, le lemme 5.2 n'est pas nécessaire à l'obtention d'une borne générale logarith-
mique. Un graphe à n sommets étant trivialement sans K1,n, nous obtenons immédiatement
la proposition suivante.

Proposition 5.3 (Nouvelle borne supérieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'arcs)
admet une partition en moins de f0(n) = ⌈log3((3n− 3)/2)⌉ (resp. f0(n) + 1) sous-graphes
d'intervalles propres, pour n > 1. De plus, cette partition s'obtient en temps O(n log n) +m

et espace linéaire.
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Le lecteur notera que les bornes supérieures o�ertes par le lemme 5.3 et la proposi-
tion 5.3 sont les meilleures possibles à un près dans le cas des graphes d'intervalles, et à
deux près dans le cas des graphes d'arcs. Toutefois, une utilisation brutale du lemme de
partition logarithmique conduit à des résultats peu satisfaisants sur certaines instances,
comme par exemple le simple graphe K1,n−1. Alors que la meilleure partition possible
est de cardinal deux, l'algorithme Colorer-Cliques++ retourne une partition de cardi-
nal ⌈log3((3n− 3)/2)⌉. En fait, tous les graphes ayant un nombre chromatique en O(1) et
possédant une copie induite deK1,t avec t = Ω(n) sont critiques pour l'algorithme Colorer-
Cliques++. Les deux corollaires qui suivent vont nous aider à mieux traiter ce type d'ins-
tances et nous permettre ainsi d'a�ner encore la borne supérieure dans le cas général. Nous
rappelons que α(G) dénote la taille d'un stable maximum dans le graphe G.

Corollaire 5.3 Soit G un graphe d'intervalles avec 1 < α(G) < t. Alors G admet une par-
tition en moins de f0(t) sous-graphes d'intervalles propres. De plus, cette partition s'obtient
en temps O(n log t+m) et espace linéaire.

Preuve. Tout graphe est de façon triviale sans K1,α(G)+1. Comme 1 < α(G) < t, le graphe G
est donc sans K1,t et admet une partition en f0(t) sous-graphes d'intervalles propres d'après
le lemme de partition logarithmique. ⊓⊔

Corollaire 5.4 Soit G un graphe d'intervalles avec t ≤ α(G) < n− 1. Alors G admet une
partition en moins de f0(n−t)+1 sous-graphes d'intervalles propres. De plus, cette partition
s'obtient en temps O(n log t+m) et espace linéaire.

Preuve. Après avoir calculé une représentation de G par intervalles, ordonnée selon <g, un
stable maximum est extrait de G en temps linéaire. Celui-ci étant de taille α(G) ≥ t, il reste
dans G au plus n− t intervalles (n− t > 1), qui admettent une partition en f0(n− t) sous-
ensembles induisant chacun un graphe d'intervalles propres (d'après le lemme de partition
logarithmique). Puisque tout stable induit de façon triviale un sous-graphe d'intervalles
propres, la preuve du lemme est établie. ⊓⊔

Remarque. Une conséquence intéressante de ces deux corollaires est celle-ci. Soit G un
graphe d'intervalles satisfaisant une des deux conditions suivantes, pour t = O(1) :

(1) G ne possède pas de copie induite de K1,t (ou de stable de taille supérieure à t) ;
(2) G possède une copie induite de K1,n−t (ou un stable de taille supérieure à n− t).

Alors G admet une partition en O(1) sous-graphes d'intervalles propres, calculable en
temps et espace linéaire. Notons que cette remarque reste valable même si le lemme de
partition linéaire est utilisé pour e�ectuer la partition.

En joignant les deux corollaires précédents, nous obtenons que tout graphe d'intervalles
admet une partition en moins de f1(n, t) = max{f0(t), f0(n − t) + 1} pour n'importe quel
entier t variant entre 2 et n− 2. La recherche de la valeur de t pour laquelle f1(n, t) atteint
son minimum nous conduit alors au résultat suivant : tout graphe d'intervalles admet une
partition en moins de f1(n) = ⌈log3((9n− 6)/8)⌉ sous-graphes d'intervalles propres, pour
n > 1. De plus, cette partition s'obtient en temps O(n log n + m) et espace linéaire. Le
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coe�cient multiplicatif de la variable n (à l'intérieur du logarithme) est dorénavant 9
8 =

1.125, et non plus 3
2 = 1.5 comme dans la proposition 5.3. Voici comment nous obtenons le

minimum de la fonction f(n, t) = max{f0(t), f0(n− t)+1} sur l'ensemble t ∈ {2, . . . , n−2}.
Les fonctions f0(t) et f0(n− t) + 1 étant respectivement monotone croissante et monotone
décroissante sur leur ensemble de dé�nition, une borne inférieure du minimum recherché est
donnée par l'équation f̃0(t̃) = f̃0(n− t̃)+1 pour t̃ ∈ [2, . . . , n−2] où f̃0(t̃) = log3((3t̃−3)/2).
Un simple calcul permet alors de véri�er que cette équation a pour unique solution t̃ =

(3n− 2)/4. De là, un minimum de f(n, t) s'obtient en prenant le minimum parmi les deux
valeurs f0(⌈t̃⌉) et f0(n− ⌊t̃⌋) + 1, que l'on peut borner de la façon suivante :

f0(⌈t̃⌉) ≤ ⌈log3((9n− 6)/8)⌉
f0(n− ⌊t̃⌋) + 1 ≤ ⌈log3((9n+ 18)/8)⌉

La meilleure borne possible est donc f1(n) = ⌈log3((9n− 6)/8)⌉ obtenu avec la valeur
t = ⌈(3n− 2)/4⌉ (pour n ≥ 6). La borne est ensuite étendue jusqu'à n > 1 en véri�ant que
f1(2) = f1(3) = 1 et f1(4) = f1(5) = 2.

Cet emploi conjugué des corollaires 5.3 et 5.4 peut être généralisé par l'algorithme ré-
cursif suivant. Cet algorithme prend en entrée une représentation ordonnée I d'un graphe
d'intervalles G et retourne en sortie une partition de G en sous-graphes d'intervalles propres.

Algorithme Colorer-Cliques-Récursif ;

Entrée : une représentation I du graphe G par intervalles (ordonnée selon <g) ;

Sortie : une partition de G en sous-graphes d'intervalles propres ;

Début ;

si |I| ≤ 3 alors retourner I ;
sinon

choisir une valeur de t dans {2, . . . , n− 2} ;
calculer un stable maximum S dans I ;
si |S| < t alors retourner Colorer-Cliques++(I) ;
sinon

I ← I \ S ;

retourner S ∪ Colorer-Cliques-Récursif(I) ;
Fin ;

Comme précédemment, nous allons rechercher les valeurs de t pour lesquelles la par-
tition retournée par l'algorithme est de plus petit cardinal. Tout d'abord, imaginons que
l'algorithme soit appelé récursivement i fois, puis interrompu lors d'un dernier appel à la
procédure Colorer-Cliques++ sur l'ensemble des intervalles restant dans I, quelque soit
la valeur de |S|. Nous numérotons ces appels récursifs de 0 à i inversement à l'ordre chro-
nologique (l'appel 0 sera donc le dernier appel et l'appel i le premier). À chaque appel
j = 0, . . . , i nous associons les entiers tj et nj correspondant aux valeurs de t et de n lors
de cet appel. Ainsi, le cardinal de la partition retournée par l'algorithme sera

fi(n, t0, t1, . . . , ti) = max{f0(ti), f0(ti−1)+1, . . . , f0(tj)+i−j, . . . , f0(t0)+i, f0(n0−t0)+i+1}

Nous devons maintenant déterminer les valeurs de t0, t1, . . . , ti pour lesquelles la fonction
fi(n, t0, t1, . . . , ti) atteint un minimum. Nous montrons par récurrence sur i que ces valeurs
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sont telles que

tj =

⌈
2 · 3j

3j+1 − 1
n+O(1)

⌉
pour j = 0, 1, . . . , i et permettent d'obtenir

fi(n) ≤
⌈
log3

(
3i+1

3i+1 − 1
n+O(1)

)⌉
Pour i = 0 et i = 1 (pas d'appel récursif ou un seul), nous avons démontré précédemment que
f0(n) = ⌈log3((3n− 3)/2)⌉ et f1(n) = ⌈log3((9n− 6)/8)⌉ pour t0 = n et t1 = ⌈(3n− 2)/4)⌉.
Maintenant, supposons que la propriété soit vraie pour i− 1 ≥ 0. Nous cherchons à évaluer

fi(n) = min
t0,t1,...,ti

max{f0(ti), f0(ti−1) + 1, . . . , f0(t0) + i, f0(n0 − t0) + i+ 1}

qui peut être borné de la façon suivante, en utilisant l'hypothèse de récurrence :

fi(n) ≤ min
ti

max{f0(ti), fi−1(n− ti) + 1}

La recherche du minimum se fait comme précédemment en résolvant l'équation f̃0(t̃i) =

f̃i−1(n− t̃i) + 1 pour t̃i ∈ [2, . . . , n− 2] où

f̃0(n) = log3

(
3

2
n+O(1)

)
f̃i−1(n) = log3

(
3i

3i − 1
n+O(1)

)
Cette équation a pour unique solution t̃i =

2·3i
3i+1−1

n + O(1). Un minimum de la fonction

fi(n) s'obtient alors pour ti = ⌈t̃i⌉, ce qui donne

fi(n) ≤ f0(⌈t̃i⌉) ≤
⌈
log3

(
3i+1

3i+1 − 1
n+O(1)

)⌉
et complète la preuve par récurrence.

Nous observons alors que de façon asymptotique, c'est-à-dire pour i → n → ∞, nous
obtenons t∞ ∼ ⌈2n/3⌉ et f∞(n) ∼ ⌈log3 n⌉. De cette observation, nous pouvons tirer la
conclusion suivante : en laissant à l'algorithme la possibilité de se rappeler récursivement,
la valeur de t peut être abaissée jusqu'à ⌈2n/3⌉ a�n d'obtenir une solution de cardinal
⌈log3 n⌉. Cette a�rmation peut désormais être véri�ée de la manière suivante. Considérons
que t = ⌈2n/3⌉ avec n la taille de l'ensemble I à chaque appel de l'algorithme. Si l'algorithme
s'arrête sur un appel de la procédure Colorer-Cliques++ après i ≥ 0 appels récursifs, alors
le cardinal de la partition retournée est borné par

i+

log3
3
⌈
2
3

(
1
3

)i
n
⌉
− 3

2

 ≤ i+

⌈
log3

(
3

2

2

3

(
1

3

)i

n

)⌉
≤
⌈
log3

(
3i

3i
n

)⌉
≤ ⌈log3 n⌉

D'un autre côté, le nombre d'appels récursifs ne peut excéder ⌈log3 n⌉ − 1 puisque plus de
deux tiers des intervalles sont supprimés de I à chaque appel et que l'algorithme s'arrête
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lorsque |I| ≤ 3. Ainsi, dans le cas où l'algorithme s'arrête après le premier test, la partition
retournée comprend les ⌈log3 n⌉− 1 stables extraits à chaque appel récursif de l'algorithme,
plus l'ensemble formé des trois intervalles (ou moins) restant dans I. Notons que chaque
appel ne consommant qu'un temps O(n) lors du calcul du stable maximum, l'algorithme
tout entier s'exécute en temps O(n logn) et espace O(n).

Proposition 5.4 (Borne supérieure ra�née) Tout graphe d'intervalles (resp. d'arcs)
admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉ (resp. ⌈log3 n⌉ + 1) sous-graphes d'intervalles
propres, pour n > 1. De plus, cette partition s'obtient en temps O(n log n + m) et espace
linéaire.

Remarque. L'algorithme Colorer-Cliques-Récursif peut être modi�é de façon à extraire
le stable formé par les feuilles du plus grand sous-graphe induit K1,t, et non pas un stable
maximum (dont la taille est nécessairement supérieure ou égale à ce dernier). Cette modi-
�cation n'améliore pas la qualité de la partition retournée dans le pire des cas, alors que
le temps d'exécution de l'algorithme est de l'ordre de O(n2 + m). Toutefois, celle-ci peut
s'avérer intéressante en pratique.

Pour terminer, nous donnons un graphe d'intervalles pour lequel la borne ⌈log3 n⌉ est
atteinte de façon asymptotique. Prenons ⌈2n/3⌉−1 intervalles de longueur unitaire induisant
un stable et recouvrons-les par un intervalle I. Nous avons là une représentation du graphe
K1,⌈2n/3⌉−1. Maintenant, disposons les intervalles restants, eux aussi de longueur unitaire,
de sorte que le plus grand stable dans le graphe reste de taille ⌈2n/3⌉ − 1. Imaginons par
exemple que ces derniers induisent un stable de taille ⌊n/3⌋ (voir la �gure 5.4 ci-dessous).

R

Figure 5.4 � Un exemple de construction avec n = 12.

Alors que ce graphe admet une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres, l'al-
gorithme Colorer-Cliques-Récursif retourne une partition de cardinal ⌈log3

3⌈2n/3⌉−3
2 ⌉ ≤

⌈log3 n⌉, avec l'égalité lorsque n tend vers l'in�ni.

Questions ouvertes et extensions

Les bornes supérieures du lemme 5.3 et de la proposition 5.4 sont les meilleures possibles
à un près pour les graphes d'intervalles. Les premières plages de valeurs pour lesquelles les
bornes inférieures et supérieures di�èrent sont t = 8, 9 et n = 10, 11, 12. Un récapitulatif
des bornes que nous avons obtenues concernant le problème de la partition en sous-graphes
d'intervalles propres est donné sur la �gure 5.5.

Resserrer plus encore ces bornes semble être une tâche bien ardue. Pour l'aborder, ré-
pondre à la question suivante semble décisif. Existe-t-il des graphes d'intervalles sans K1,8
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graphes d'intervalles borne inférieure borne supérieure
sans K1,3 1 1
sans K1,4 2 2
sans K1,5 2 2
sans K1,6 2 2
sans K1,7 2 2
sans K1,8 2 3
sans K1,9 2 3
sans K1,10 3 3
sans K1,t ⌊log3(t− 1)⌋+ 1 ⌈log3((t− 1)/2)⌉+ 1

à n sommets ⌊log3(2n+ 1)⌋ ⌈log3 n⌉

Figure 5.5 � Un récapitulatif des bornes inférieures et supérieures.

ou K1,9 n'admettant aucune partition en moins de trois sous-graphes d'intervalles propres ?
Ou bien, les graphes d'intervalles sans K1,8 ou K1,9 admettent-ils tous une partition en deux
sous-graphes d'intervalles propres ? A�n de mesurer la di�culté du problème, nous invitons
le lecteur à étudier la �gure 5.6 où est représenté un graphe d'intervalles sans K1,8, mais
possédant une copie induite de K1,7. Clairement, ce graphe n'est pas un graphe d'intervalles
propres. D'autre part, il est assez facile de véri�er que celui-ci admet une partition en trois
sous-graphes d'intervalles propres. Toutefois, ce graphe admet-il une partition en deux sous-
graphes d'intervalles propres ? La réponse est oui : une partition s'obtient en plaçant les
intervalles clairs dans un premier ensemble et les intervalles foncés dans un second.

R

Figure 5.6 � Une instance sans K1,8 problématique.

Plus généralement se pose le problème de la caractérisation des graphes d'intervalles en
k sous-graphes d'intervalles propres. Nous savons maintenant que tout graphe d'intervalles
qui contient Hk comme sous-graphe induit n'admet pas de partition en moins de k sous-
graphes d'intervalles propres. D'un autre côté, tout graphe d'intervalles ne contenant pas Hk

comme sous-graphe induit admet-il une partition en moins de k sous-graphes d'intervalles
propres ? Les questions de complexité sont elles aussi à mettre en relation avec le problème
de la caractérisation. En e�et, n'ayant aucune caractérisation précise, déterminer une par-
tition minimum d'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres semble être
un problème di�cile (l'exemple de la �gure 5.6 l'illustre une nouvelle fois). Toutefois, les
discussions précédentes nous permettent d'établir quelques résultats partiels concernant ces
questions.
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Corollaire 5.5 (Complexité) Une partition minimum d'un graphe d'intervalles sans K1,7

en sous-graphes d'intervalles propres peut être déterminée en temps et espace linéaire.

Preuve. Le lemme de partition logarithmique fournit un algorithme e�cace pour résoudre
le problème restreint aux graphes d'intervalles sans K1,7. Tout d'abord, testons en temps
et espace linéaire si le graphe est un graphe d'intervalles propres [31]. Si ce n'est pas le cas,
alors l'algorithme Colorer-Cliques++ (avec t = 7) permet de trouver en temps et espace
linéaire une partition en deux sous-graphes d'intervalles propres. ⊓⊔

Corollaire 5.6 (Complexité) Une partition minimum d'un graphe d'intervalles (resp.
d'arcs) en sous-graphes d'intervalles propres peut être approchée en temps O(n log n+m) et
espace linéaire avec un ratio ⌈log3 n⌉/2 (resp. (⌈log3 n⌉+ 1)/2) dans le pire des cas.

Preuve. L'algorithme Colorer-Cliques-Récursif est à la base de l'approximation. Si le
graphe d'intervalles en entrée n'est pas un graphe d'intervalles propres [31], alors celui-ci
permet de trouver en temps O(n log n + m) et espace linéaire une partition de cardinal
⌈log3 n⌉. Or, dans ce cas, la partition optimale est de cardinal au moins deux. Dans le cas
des graphes d'arcs, il nous faut extraire auparavant une clique du graphe, comme cela est
fait dans la preuve de la proposition 5.1, pour appliquer la méthode en question (d'où le
ratio (⌈log3 n⌉+ 1)/2 dans le pire des cas). ⊓⊔

Remarque. L'exemple de la �gure 5.4 montre un graphe d'intervalles pour lequel la méthode
en question atteint le ratio d'approximation (⌈log3 n⌉+ 1)/2.

En résumé, voici les questions de complexité qui demeurent ouvertes à ce jour. Le pro-
blème de la partition d'un graphe d'intervalles (même sans K1,8) en un minimum de sous-
graphes d'intervalles propres est-il polynomial ? Existe-t-il un algorithme énumératif quasi-
polynomial en temps O(n⌈log3 n⌉) pour ce problème ? Existe-t-il un algorithme polynomial
d'approximation ayant un ratio constant dans le pire des cas pour ce problème ?

Comme cela a été fait pour les graphes d'arcs, nous espérons pouvoir étendre le théo-
rème 5.1 aux graphes triangulés et aux graphes de tolérances. Bien que le graphe d'intersec-
tion des cliques forme un arbre pour les graphes triangulés (et non plus une chaîne comme
pour les graphes d'intervalles), nous pensons que l'algorithme Colorer-Cliques peut être
adapté pour colorier des cliques possédant une telle structure. Pour les graphes de tolérances,
une idée serait d'e�ectuer une partition en sous-graphes d'intervalles propres en supprimant
les tolérances. Le problème est que, par le jeu des tolérances, toute représentation d'inter-
valles se chevauchant deux-à-deux n'induit pas forcément une clique. Prenons par exemple
quatre intervalles Ia = Ib = Ic = Id = [0, 1] avec les tolérances ta = 0 et tb = tc = td = 1.
Cette représentation induit clairement le graphe K1,3, alors que les quatre intervalles se
chevauchent deux-à-deux. Nous pensons toutefois que tout ensemble de sommets dont les
intervalles se chevauchent deux-à-deux admet une partition en O(1) sous-graphes d'inter-
valles propres (plus précisément en O(1) stables ou cliques). En�n, nous conclurons par une
question relative aux limites de l'extension du théorème 5.1 : existe-t-il un quelconque graphe
n'admettant aucune partition en moins de n1−ϵ sous-graphes d'intervalles propres (ϵ ≥ 0) ?
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5.2 Une application à la plani�cation de personnel

Le problème de la plani�cation de personnel est aujourd'hui au c÷ur de l'administration
des entreprises. Le besoin accru de productivité, couplé à une réglementation du travail
toujours plus dense, en fait un des problèmes phares de la recherche opérationnelle depuis
plus de quarante ans. Le problème que nous étudions ici consiste de façon schématique en
l'a�ectation de tâches (�xes dans le temps) à des employés sous la forme de vacations. L'em-
ployé ne pouvant e�ectuer deux tâches à la fois, les tâches de la vacation a�ectée à celui-ci ne
doivent pas se chevaucher dans le temps. Voici une formulation épurée d'une problématique
que nous avons rencontrée lors de notre séjour au sein de la �rme Prologia du Groupe
Air Liquide, spécialisée dans la résolution de problèmes de plani�cation de personnel [7].
Soit {Ti}i=1,...,n un ensemble de tâches ayant chacune une date de début di et une date de
�n fi. La réglementation impose que chaque employé n'exécute pas plus de k tâches. Les
tâches allouées à un employé devant être deux-à-deux disjointes, le but est de réaliser une
a�ectation optimale des tâches aux employées vis-à-vis des objectifs suivants : à un premier
niveau, réduire le nombre d'employés à mobiliser, les employés travaillant souvent en sous-
e�ectif (productivité), puis à un second niveau, équilibrer l'a�ectation (social) et prévenir
au mieux les modi�cations futures du planning (robustesse).

Les tâches étant de simples intervalles sur l'axe du temps, ce problème peut être formulé
comme un problème de coloration d'intervalles tel que chaque couleur marque au plus k som-
mets. Lorsque le planning est cyclique, nous obtenons le même problème de coloration mais
pour des arcs circulaires. Dans ce modèle, les critères d'optimisation deviennent respective-
ment : (P ) minimiser le nombre de couleurs utilisées, (S) équilibrer le nombre d'intervalles
(ou d'arcs) de chaque couleur, et (R) maximiser la taille du plus petit espace libre entre
deux intervalles (ou arcs) consécutifs d'une même couleur. En recherchant à maximiser le
plus petit temps d'enchaînement entre deux tâches consécutives d'une même vacation, le
critère R permet de prévenir les chevauchements entre les tâches d'une vacation lorsque
celles-ci doivent être retardées ou avancées dans le temps. Si par exemple, la valeur de ce
plus petit temps d'enchaînement est de vingt minutes, alors une réorganisation du planning
ne sera nécessaire qu'en cas d'un retard cumulé supérieur à vingt minutes, et ce quelles que
soient les tâches a�ectées par ce retard. Nous dirons alors qu'une solution au problème est
P -optimale si elle est optimale pour le critère P , et SR-optimale si elle est optimale pour
les critères S et R. Une solution sera dite P/SR-optimale si celle-ci est SR-optimale parmi
toutes les solutions P -optimales.

La formulation de ce problème rappelle bien entendu celle du problème d'ordonnance-
ment avec exclusion mutuelle pour les graphes d'intervalles ou d'arcs, les critères S et R en
moins. Par conséquent, même en ne considérant que le critère P à optimiser, le problème
reste di�cile à résoudre pour k ≥ 4 �xé [14]. À moins que P = NP , la di�culté inhérente au
problème nous condamne donc à l'élaboration d'heuristiques e�caces, permettant de trou-
ver seulement de �bonnes� solutions. Nous présenterons dans cette section deux algorithmes
linéaires d'approximation pour ce problème fondamental de plani�cation de personnel, noté
Planif. L'entrée de nos algorithmes d'approximation sera composée d'un ensemble I de n

intervalles et de l'entier k. La qualité de nos algorithmes, en relation avec le critère P , sera
mesurée par leur ratio dans le pire des cas dé�ni comme supG{ |S|/χ(I, k) }, où S est une
partition de l'ensemble I d'intervalles en stables de taille au plus k retournée par l'algo-
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rithme. Le premier algorithme, classique, atteint un ratio constant dans le pire des cas pour
le seul critère P . Malheureusement, une telle approche n'o�re aucune garantie sur la qualité
de la solution obtenue vis-à-vis des critères S et R. D'un autre côté, le problème Planif
s'avère être soluble par un simple algorithme glouton lorsque les intervalles sont propres.
Une idée peut donc être d'e�ectuer une première partition de l'ensemble des intervalles en
sous-ensembles d'intervalles propres � ou du moins tel que chacun de ces sous-ensembles
induise un graphe d'intervalles propres � puis de résoudre de manière optimale le problème
sur chacun de ces sous-ensembles à l'aide de l'algorithme glouton. Bien entendu, la qualité
d'une telle optimisation �locale� dépend fortement du résultat de la partition initiale de
l'ensemble d'intervalles. En nous appuyant sur les résultats de la section précédente, nous
montrons que ce type d'approche permet d'obtenir un ratio d'approximation constant en
situation réelle (i.e. sous certaines conditions), tout en o�rant des garanties sur la qualité
des solutions obtenues vis-à-vis des critères S et R.

Une approximation classique

Avant de donner une brève description de l'algorithme d'approximation, nous rappelons
deux propositions démontrées dans les chapitres précédents sur lesquelles il repose :

(1) une coloration minimum de I où le nombre ϑ(I) de stable de taille un est le plus petit
que possible peut être déterminée en temps O(n log n) et espace O(n) ;

(2) si I admet une partition en stables où chaque stable est de taille au moins k, alors
une partition optimale de I en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k peut être déterminée
en temps O(n log n) et espace O(n).

La première assertion découle de l'analyse de l'algorithme 2-Ordo-Intervalles (voir
p. 27) et la seconde est une réécriture du corollaire 4.10 (voir p. 77).

Algorithme 2-Approx-Planif ;

Entrée : un ensemble I de n intervalles, un entier k ;

Sortie : une solution S au problème Planif pour I ;
Début ;

calculer un coloration minimum C = {S1, . . . , Sχ(G)} de I avec ϑ(I) minimum ;

S ← ∅ ;
pour chaque Sj ∈ C faire

si |Sj | < k alors C ← C \ {Sj}, S ← S ∪ {Sj} ;
calculer une partition optimale Sk de C en stables de taille au plus k ;

retourner S ← S ∪ Sk ;

Fin ;

Proposition 5.5 L'algorithme 2-Approx-Planif atteint en temps O(n log n) et espace O(n)

le ratio asymptotique (2k−2)/k dans le pire des cas pour le critère P . Ce ratio est, en outre,
le meilleur possible.

Preuve. La validité et la complexité de l'algorithme découlent des assertions (1) et (2)
mentionnées plus haut. Quant au ratio dans le pire des cas, nous l'établissons de la façon
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suivante. Notons C2 l'ensemble des stables de taille 2, . . . , k − 1 dans C et Ck l'ensemble des
stables de taille au moins k. La solution S retournée par l'algorithme est de cardinal

|S| = |C \ Ck|+

⌈∑
Sj∈Ck |Sj |

k

⌉
(5.1)

Si Ck = ∅ (i.e. χ(I, k) = χ(I)) ou C \ Ck = ∅ (i.e. χ(I, k) = ⌈n/k⌉), alors S est P -optimale.
Considérons maintenant que Ck ̸= ∅ et C \ Ck ̸= ∅. Soit Sj = {Ii} un des ϑ(I) stables de
taille un. Puisque ω(I) = χ(I), Ii appartient à toute clique maximum de I. Par conséquent,
toute solution optimale comprend au moins ϑ(I) intervalles non couplés, ce qui implique
l'inégalité

χ(I, k) ≥
⌈
n− ϑ(I)

k

⌉
+ ϑ(I) (5.2)

Comme
∑

Sj∈C\Ck |Sj | =
∑

Sj∈C2 |Sj | + ϑ(I) et que les stables de C2 sont tous de taille au
moins deux, nous pouvons réécrire l'inégalité (5.2) comme suit :∑

Sj∈Ck |Sj |
k

≤ χ(I, k)− 2

k
|C2| − ϑ(I) (5.3)

En employant (5.3) puis l'égalité |C \ Ck| = |C2|+ ϑ(I), l'expression (5.1) devient

|S| ≤
⌈
χ(I, k) + k − 2

k
|C2|
⌉

(5.4)

Puisque |C2| ≤ χ(I)− 1 ≤ χ(I, k)− 1, nous obtenons en�n que |S| ≤
⌈
2k−2
k χ(I, k)− k−2

k

⌉
.

Pour conclure, nous montrons que ce ratio est le meilleur possible. Posons n = kq

(q ≥ 2) et dé�nissons l'ensemble I comme l'union de q intervalles formant une clique et de
n− q intervalles disjoints. Voici une façon de colorier I où ϑ(I) est minimisé : répartissons
les intervalles de la clique dans q stables di�érents S1, . . . , Sq, puis plaçons les intervalles
disjoints de sorte que |S1| = kq − 2(q − 1) et |S2| = · · · = |Sq| = 2 (le lecteur notera que
χ(I) = n/k = q). La solution retournée par l'algorithme sera de cardinal

|S| =
⌈
(k − 2)χ(I) + 2

k

⌉
+ χ(I)− 1 (5.5)

alors qu'une solution P -optimale est simplement de cardinal χ(I, k) = χ(I) = n/k. Par
substitution dans (5.5), nous obtenons alors que |S| =

⌈
2k−2
k χ(I, k)− k−2

k

⌉
et le ratio

(2k − 2)/k est atteint de façon asymptotique. ⊓⊔

Remarque. L'algorithme 2-Approx-Planif retourne une solution P -optimale lorsque k = 2

et fournit une 4/3-approximation dans le pire des cas lorsque k = 3.

Pour les graphes d'arcs circulaires, voici une méthode simple qui atteint en temps
O(n log n) et espace O(n) le ratio asymptotique (3k − 2)/k dans le pire des cas pour le
critère P . L'entrée est composée d'un ensemble A de n arcs circulaires et de l'entier k.
Après avoir choisi un point p du cercle, nous retirons de A l'ensemble C des arcs qui
contiennent le point p. Clairement, les arcs de C induisent une clique et A peut être consi-
déré comme un ensemble d'intervalles, noté I. Une solution au problème Planif pour A est
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alors S = {C}∪ 2-Approx-Planif(I, k). Comme |C| ≤ χ(A, k) et χ(I, k) ≤ χ(A, k), nous
avons |S| ≤

⌈
3k−2
k χ(A, k)− k−2

k

⌉
.

À présent, prenons deux ensembles d'arcs formant chacun une clique de taille q, et n−2q
arcs disjoints. A�n que la représentation induise un graphe d'arcs et non pas seulement un
graphe d'intervalles, il faut que les deux cliques ne soient pas disjointes et qu'un arc ap-
partenant à une des deux viennent chevaucher tous les autres arcs de la représentation (en
e�ectuant le tour du cercle). Sur une telle instance, l'algorithme atteint de façon asympto-
tique le ratio (3k− 3)/k si le point p est choisi de manière à ce qu'une des deux cliques soit
extraite de la représentation et que la coloration de l'ensemble I des intervalles restants soit
faite comme dans la preuve de la proposition 5.5.

Cette méthode fournit une 2-approximation dans le pire des cas lorsque k = 2 et une
7/3-approximation lorsque k = 3.

Un algorithme glouton pour le cas des intervalles propres

L'algorithme en question est le même que celui qui nous a permis de résoudre le problème
Ordo pour les graphes d'intervalles propres.

Algorithme Glouton-Planif ;

Entrée : un ensemble I de n intervalles propres, un entier k ;

Sortie : une solution S au problème Planif pour I ;
Début ;

soit I0, . . . , In−1 les intervalles de I ordonnés selon <g ;

calculer ω(I) ;
χ(I, k)← max{ω(I), ⌈n/k⌉} ;
S0 ← · · · ← Sχ(I,k)−1 ← ∅ ;
pour i de 0 à n− 1 faire

Si mod χ(I,k) ← Si mod χ(I,k) ∪ {Ii} ;
retourner S ← {S0, . . . , Sχ(I,k)−1} ;

Fin ;

Proposition 5.6 L'algorithme Glouton-Planif retourne en temps O(n log n) et espace
O(n) une solution P/SR-optimale au problème Planif pour un ensemble I de n intervalles
propres.

Preuve. Ordonner les intervalles de I prend un temps O(n log n). De là, le calcul d'une
clique maximum peut s'e�ectuer en O(n) temps et espace à l'aide de l'algorithme Clique-
Intervalles (voir p. 45). Le reste de l'algorithme s'exécute en temps linéaire.

Le caractère P/S-optimal de la solution découle immédiatement de la preuve de la propo-
sition 2.11. À présent, supposons que l'ensemble S0, . . . , Sχ(I,k)−1 ne soit pas P/R-optimal.
Soit S∗

0 , . . . , S
∗
χ(I,k)−1 une solution P/R-optimale et ℓ∗ la longueur du plus petit espace

entre deux intervalles consécutifs dans cette solution. Nous rappelons que les intervalles
I0, . . . , In−1 sont triés selon l'ordre dé�ni par les extrémités gauches croissantes ; l'intervalle
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de rang t dans le stable S∗
u sera noté Iu,t. Nous a�rmons que pour tout i = 1, . . . , n, l'inter-

valle Ii ∈ S∗
u peut être placé au rang t = ⌊i/χ(I, k)⌋ du stable S∗

v avec v = i mod χ(I, k), et
ce, sans abaisser la longueur ℓ∗. Suite à cela, l'ensemble S∗

0 , . . . , S
∗
χ(I,k)−1 coïncidera exac-

tement avec l'ensemble S0, . . . , Sχ(I,k)−1 produit par l'algorithme glouton. Nous pourrons
donc en conclure que S est P/R-optimal.

A�n de prouver cette a�rmation, nous utilisons un procédé de construction inductif
dont l'étape initiale est réalisée comme suit. Si I0 ∈ S∗

u avec u ̸= 0, alors nous échangeons
l'ensemble des intervalles de S∗

u avec ceux de S
∗
0 . Clairement, ℓ∗ reste inchangée (l'espacement

entre les intervalles n'est pas modi�é) et I0 est maintenant bien placé. À présent, admettons
que les intervalles I0, . . . , Ii−1 soient correctement placés. L'intervalle Ii ∈ S∗

u doit être
transporté dans le stable S∗

v , si u ̸= v. Deux cas sont alors à distinguer.

S∗
v

Iu,0

Iv,0

S∗
u

Iv,t−1

Iu,t

Iv,t

Ii

Figure 5.7 � Le cas (a) : u < v.

Cas (a) : u < v (voir la �gure 5.7). Dans ce cas, nous avons nécessairement

S∗
u = {Iu,0, . . . , Iu,t, Ii, . . . , Iu,j , . . .}

S∗
v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}

D'après l'hypothèse d'induction, nous avons que d(Iv,t−1) ≤ d(Iu,t) and g(Ii) ≤ g(Iv,t).
Puisque d(Iu,t) < g(Ii), nous obtenons les inégalités (i) d(Iv,t−1) ≤ d(Iu,t) < g(Ii) ≤ g(Iv,t)

qui nous autorisent à redé�nir les stables S∗
u et S∗

v comme suit :

S∗
u = {Iu,0, . . . , Iu,t, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}

S∗
v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Ii, . . . , Iu,j , . . .}

L'espacement entre les intervalles a été modi�é : g(Ii) − d(Iu,t) est devenu g(Iv,t) − d(Iu,t)

dans S∗
u et g(Iv,t) − d(Iv,t−1) est devenu g(Ii) − d(Iv,t−1) dans S∗

v . D'après (i), ces deux
nouveaux espaces sont plus grands que le plus petit des deux anciens.

S∗
u

Iv,0

Iu,0 Iu,t−1

Iv,t−1 Iv,t

Ii

S∗
v

Figure 5.8 � Le cas (b) : u > v.

Cas (b) : u > v (voir la �gure 5.8). Ici, nous avons nécessairement

S∗
u = {Iu,0, . . . , Iu,t−1, Ii, . . . , Iu,j , . . .}

S∗
v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}
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Ici l'hypothèse d'induction nous donne les inégalités (ii) d(Iv,t−1) ≤ d(Iu,t−1) < g(Ii) ≤
g(Iv,t), qui nous permettent de redé�nir les stables S∗

u et S∗
v comme suit :

S∗
u = {Iu,0, . . . , Iu,t−1, Iv,t, . . . , Iv,j , . . .}

S∗
v = {Iv,0, . . . , Iv,t−1, Ii, . . . , Iu,j , . . .}

D'après (ii), les espaces dans S∗
u et S∗

v n'ont pu que s'agrandir après cette opération.

Suite à cette analyse de cas, la preuve de notre a�rmation est complète et la proposition
démontrée. ⊓⊔

Une approximation logarithmique

Voici un nouvel algorithme d'approximation pour le problème Planif, basé sur les ré-
sultats de la section précédente. Par abus de langage, nous appellerons ici sous-ensemble
propre, tout sous-ensemble d'intervalles qui induit un graphe d'intervalles propres.

Algorithme log-Approx-Planif

Entrée : un ensemble I de n intervalles, un entier k ;

Sortie : une solution S au problème Planif pour I ;
Début ;

ordonner I selon <g ;

C ← Colorer-Cliques-Récursif(I), S ← ∅ ;
pour chaque sous-ensemble propre Cr ∈ C faire

ordonner les intervalles de Cr selon un ordre d'intervalles propres ;

S ← S ∪ Glouton-Planif(Cr, k) ;
retourner S ;

Fin ;

Proposition 5.7 L'algorithme log-Approx-Planif atteint en temps O(f(n) ·n log n) et es-
pace O(n) le ratio absolu min{k, f(n)} dans le pire des cas pour le critère P , avec f(n) =

⌈log3 n⌉. Ce ratio est, en outre, le meilleur possible.

Preuve. La validité et la complexité de l'algorithme découle des propositions 5.4 et 5.6.
Une fois I ordonné selon <g, l'algorithme Colorer-Cliques-Récursif s'exécute en temps
O(n log n) et espace O(n). De même, une fois les intervalles de Cr ordonnés selon un ordre
d'intervalles propres, l'algorithme Glouton-Planif s'exécute en temps et espace O(|Cr|).

Malheureusement, déterminer un des ordres d'intervalles propres induit par les inter-
valles de Cr n'est pas si simple. Nous montrons comment réaliser cette opération en temps
O(|Cr| log |Cr|) en utilisant le fait que l'ensemble Cr est soit un stable, soit un ensemble de
cliques presque disjointes. Quand Cr est un stable, il su�t de conserver les intervalles dans
l'ordre <g, lorsque celui-ci est extrait par l'algorithme Colorer-Cliques-Récursif. Quand
Cr est un ensemble de cliques, il faut tout d'abord conserver les cliques dans l'ordre dans
lequel elles ont été extraites par l'algorithme Colorer-Cliques++. Soit Cr = {C1, . . . , Cq}
l'ensemble en question avec C1 < · · · < Cq. D'après l'algorithme Colorer-Cliques++, nous
avons que

∩
∀j impair Cj ∪ Cj+1 = ∅ (c'est précisément pour cette raison que Cr induit un
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graphe d'intervalles sans K1,3). Pour chacun de ces ensembles Cj ∪Cj+1, notons respective-
ment g∗ la plus petite extrémité gauche et d∗ la plus grande extrémité droite d'un intervalle
de Cj ∪Cj+1. Puisque les couples Cj ∪Cj+1 sont disjoints, il est possible d'étendre les extré-
mités gauches des intervalles de Cj jusqu'au point g∗ et les extrémités droites des intervalles
de Cj+1 jusqu'au point d∗. La représentation que l'on obtient est une représentation de Cr
par intervalles propres et l'ordre dé�ni par les nouvelles extrémités des intervalles un ordre
d'intervalles. Nous constatons que cet ordre s'obtient simplement en ordonnant les inter-
valles de chaque clique Cj selon <d et les intervalles de chaque clique Cj+1 selon <g (voir
la �gure 5.9).

Cj+1Cj

<d
<g

Figure 5.9 � Un ordre d'intervalles propres sur Cj ∪ Cj+1.

Par conséquent, ordonner les intervalles de Cr = {C1, . . . , Cq} (avec C1 < · · · < Cq)
selon un ordre d'intervalles propres peut se faire en temps O(|Cr| log |Cr|) comme suit : trier
les intervalles de

∪
∀j impair Cj selon <d et les intervalles de

∪
∀j impair Cj+1 selon <g, puis

fusionner les deux ensembles. En dé�nitive, le temps total consommé par l'algorithme est
borné par

O(n log n) +

f(n)∑
r=1

O(|Cr| log |Cr|) = O(n log n) +

f(n)∑
r=1

O(n log n) = O(f(n) · n log n)

Pour conclure, le ratio de l'algorithme dans le pire des cas découle des deux inégalités
suivantes :

|S| =

f(n)∑
r=1

χ(Cr, k) ≤ n ≤ k · χ(I, k)

|S| =

f(n)∑
r=1

χ(Cr, k) ≤
f(n)∑
r=1

χ(I, k) ≤ f(n) · χ(I, k)

Lorsque k ≥ ⌈2n/3⌉ + 1, ce ratio est atteint pour la même instance que celle pour laquelle
l'algorithme Colorer-Cliques-Récursif se comporte mal (voir la �gure 5.4). En e�et, alors
qu'une partition optimale est de cardinal trois, l'algorithme log-Approx-Planif retourne
une solution de cardinal 3⌈log3 n⌉, lorsque n tend vers l'in�ni (la partition C retournée
par Colorer-Cliques-Récursif est de cardinal ⌈log3 n⌉ et chaque sous-ensemble propre
contient une clique de taille trois). ⊓⊔
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Remarque. Ici la partition de I en sous-ensemble propres est e�ectuée à l'aide de l'al-
gorithme Colorer-Cliques-Récursif. Il est bien entendu possible d'utiliser à la place la
première méthode de partition décrite dans la preuve de la proposition 5.1. Dans ce cas,
le ratio dans le pire des cas devient min{k, f(n)} avec f(n) = 2⌈log3((n+ 1)/2)⌉ + 1. Ce
ratio est, en outre, le meilleur possible de façon asymptotique. En e�et, lorsque k = f(n),
le ratio 2⌊log3((n+ 1)/2)⌋ + 1 est atteint pour la même instance que celle avec laquelle
cette même méthode de partition se comporte mal (voir la �gure 5.1). En e�et, après avoir
e�ectué une partition en f(n)/2 sous-ensembles propres (par application successive des
lemmes 5.2 et 5.1), la procédure Glouton-Planif retourne une partition de chaque sous-
ensemble propre en 2g(n) + 1 stables (chacun de taille au plus deux). D'un autre côté, une
solution bien meilleure peut être obtenue si l'on commence par retirer de I la clique de taille
f(n) induit par les intervalles contenant le point d'abscisse 1+ ϵ (avec ϵ > 0). En dé�nitive,
nous avons pour cette instance le ratio asymptotique

|S|
χ(I, k)

≥ (f(n)/2)(2g(n) + 1)

f(n) + g(n)− 1
= f(n) · n− f(n)/2

n+ f2(n)− 2f(n)
∼ f(n) = k

Comme pour l'algorithme 2-Approx-Planif, le cas des arcs circulaires peut être traité
par l'algorithme log-Approx-Planif après avoir pris soin de retirer les arcs contenant un
point p du cercle. La complexité de l'algorithme reste alors inchangée et son ratio d'approxi-
mation dans le pire des cas pour le critère P devient min{k, f(n) + 1}.

Performances en situation réelle

Au vu de ce résultat, l'algorithme log-Approx-Planif ne semble pas pouvoir rivaliser
avec l'algorithme 2-Approx-Planif. Toutefois, la proposition 5.7 nous donne une garantie
sur la qualité de la solution vis-à-vis du critère P dans les cas les plus extrêmes. Or, le type
d'instances pour lesquelles l'algorithme atteint le ratio ⌈log3 n⌉ n'est jamais rencontré en
pratique. C'est pourquoi nous allons maintenant discuter de la performance des algorithmes
log-Approx-Planif et 2-Approx-Planif en situation réelle.

Dans une journée de travail telle que nous en avons rencontrées lors de la plani�cation
de personnel d'aérogares [7], la durée des tâches varie du quart d'heure pour les plus courtes
à onze heures pour les plus longues (qui est le maximum autorisé par la loi). Dans le pire
des cas, nous pourrions donc imaginer une tâche de onze heures recouvrant 45 tâches d'un
quart d'heure : d'après le lemme 5.3 de partition logarithmique, le graphe d'intervalles
induit par l'ensemble des tâches admettrait d'ores et déjà une partition en moins de quatre
sous-ensembles propres. Ce type d'exemple est encore loin de la réalité, puisque nous avons
pu constater que la plus petite valeur t pour laquelle le graphe d'intervalles induit par les
tâches est sans K1,t est petite, généralement inférieure à sept . Cela est en partie dû au fait
que les tâches longues (de huit à onze heures) sont directement a�ectées à des employés
sous la forme de vacation particulière ne comportant aucune autre tâche. Ce traitement
particulier est demandé a�n d'empêcher un trop grand déséquilibre dans les plannings (ces
tâches longues empêchent la prise de pause et leurs durées sont, à elles seules, supérieures à
la durée moyenne de travail journalier d'un employé). Suite à cette remarque, nous pouvons
conclure qu'en situation réelle f(n) = 2 (d'après le lemme de partition logarithmique).
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Un autre intérêt de l'algorithme log-Approx-Planif réside dans son comportement vis-
à-vis des critères S et R. Après avoir e�ectué une partition des intervalles en sous-ensembles
propres (i.e. qui induisent des sous-graphes d'intervalles propres), l'utilisation de l'algo-
rithme Glouton-Planif nous permet d'obtenir une solution P/S-optimale pour chaque
sous-ensemble propre, et même P/R-optimale si les intervalles du sous-ensemble sont e�ec-
tivement propres. Lorsqu'un sous-ensemble propre contient des intervalles qui ne sont pas
propres, nous dirons que la solution obtenue par le glouton est quasi P/SR-optimale. En
e�et, une telle solution o�re une borne inférieure pour le critère R qui n'est pas sans intérêt.
De plus, lorsque des retards se produisent et forcent à revoir le planning en temps réel, il
n'est pas toujours nécessaire de relancer une plani�cation complète sur les tâches restant à
e�ectuer. Admettons qu'à la suite d'un retard une tâche en chevauche une autre dans une
vacation provenant de l'ensemble Cr, et que ce dernier induise toujours un graphe d'inter-
valles sans K1,3. A�n de rendre le planning à nouveau valide, nous n'avons qu'à e�ectuer une
nouvelle partition de l'ensemble Cr à l'aide de l'algorithme Glouton-Planif, très e�cace en
temps. Il est même possible de ne toucher que les tâches ayant une date de début supérieure
à l'ancienne date de début de l'intervalle retardé, puisque l'ordre des intervalles ayant une
date de début inférieure à celle-ci reste inchangé.

Corollaire 5.7 En situation réelle (i.e. le graphe d'intervalles induit par les tâches est sans
K1,7), l'algorithme log-Approx-Planif atteint en temps O(n log n) et espace O(n) le ratio
absolu 2 dans le pire des cas pour le critère P et garantit l'obtention de solutions quasi
P/SR-optimales dans deux sous-problèmes distincts.

D'un autre côté, les valeurs de k utilisées en pratique sont petites, généralement infé-
rieures à cinq . Par conséquent, le ratio d'approximation de l'algorithme 2-Approx-Planif
restera inférieur à 8

5 = 1.6 en situation réelle.

Corollaire 5.8 En situation réelle (i.e. le paramètre k est inférieur ou égal à cinq), l'algo-
rithme 2-Approx-Planif atteint en temps O(n log n) et espace O(n) le ratio asymptotique
8/5 dans le pire des cas pour le critère P .

En conclusion, les solutions retournées par l'algorithme log-Approx-Planif semblent
proposer un bon compromis entre productivité, social et robustesse. Toutefois, l'algorithme
2-Approx-Planif sera préféré lorsque le critère de productivité se veut particulièrement
privilégié.

5.3 Quelques problèmes connexes

Dans cette dernière section, nous abordons quelques problèmes en relation avec le pro-
blème de la partition d'un graphe d'intervalles en sous-graphes d'intervalles propres. À notre
connaissance, ces problèmes n'ont été que très partiellement étudiés et plusieurs questions
demeurent ouvertes à leur sujet.
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5.3.1 La plus petite partition en stables ou cliques

L'étude que nous avons menée dans la première section du chapitre a fait apparaître
l'importance des structures de clique et de stable dans les algorithmes de partition en sous-
graphes d'intervalles propres. Par ailleurs, nous savons que toute partition en stables ou
cliques induit trivialement une partition en sous-graphes d'intervalles propres. Cette re-
marque a, par exemple, son importance dans le cas des graphes scindés ou à seuil.

Proposition 5.8 Le problème de la partition minimum en sous-graphes d'intervalles propres
peut être résolu en temps et espace linéaire pour les graphes scindés (ou à seuil).

Preuve. Lorsqu'un graphe scindé n'est pas un graphe d'intervalles propres, il admet une
partition en deux sous-graphes d'intervalles propres (puisque celui-ci est composé d'un stable
et d'une clique). Tester si un graphe est un graphe d'intervalles propres ne prend qu'un temps
et espace linéaire [31], de même que déterminer la partition d'un graphe scindé en un stable
et une clique (cf. [75, p. 154]). ⊓⊔

Remarque. Nous verrons par la suite (proposition 5.20, p. 127) que tester si un graphe à
seuil est un graphe d'intervalles propres peut se faire directement, sans avoir à utiliser un
algorithme de reconnaissance pour les graphes d'intervalles propres.

Comme nous l'avons fait pour le problème de la partition en sous-graphes d'intervalles
propres, nous donnons des bornes sur le cardinal d'une partition minimum d'un graphe
d'intervalles en stables ou cliques. Nous rappelons que χ(G) (resp. κ(G)) dénote le cardinal
d'une partition minimum du graphe G en stables (resp. cliques). De même, ω(G) (resp.
α(G)) dénote la taille de la plus grande clique (resp. du plus grand stable) de G.

Proposition 5.9 (Borne supérieure) Tout graphe parfait admet une partition en moins
de ⌈n/2⌉ stables, ou bien une partition en moins de ⌈n/2⌉ cliques. De plus, cette partition
peut être calculée en temps et espace polynomial.

Preuve. Nous rappelons que si un graphe G est parfait, alors χ(G) = ω(G) et κ(G) = α(G).
Supposons que χ(G) > ⌈n/2⌉. Puisque χ(G) = ω(G), cela implique aussitôt l'existence
d'une clique de taille strictement supérieure à ⌈n/2⌉. Le nombre de sommets restants étant
strictement inférieur à ⌊n/2⌋, le plus grand stable ne peut être que de taille inférieure ou
égale à ⌊n/2⌋ (au mieux un sommet de la clique et les ⌊n/2⌋ sommets). Ainsi, nous avons
κ(G) = α(G) ≤ ⌊n/2⌋. Par conséquent, une partition d'un graphe parfait en moins de ⌈n/2⌉
stables ou cliques s'obtient en temps et espace polynomial de la façon suivante : calculer
une partition minimum en stables et une partition minimum en cliques [79], puis garder la
plus petite des deux. ⊓⊔

Remarque. De manière symétrique, la preuve peut être établie en montrant que si κ(G) >

⌈n/2⌉, alors χ(G) ≤ ⌊n/2⌋.

Corollaire 5.9 (Borne supérieure) Tout graphe d'intervalles possède une partition en
moins de ⌈n/2⌉ stables ou cliques. De plus, cette partition peut être calculée en temps et
espace linéaire.



5.3.1 La plus petite partition en stables ou cliques 119

Voici maintenant une classe de graphes pour lesquels la borne min{χ(G), κ(G)} est la
meilleure possible : les graphes composés de ℓ cliques disjointes C1, . . . , Cℓ de taille k. Nous
noterons ce graphe ℓKk (avec k, ℓ ≥ 1). Après avoir numéroté de 1 à k les sommets de
chaque clique, nous dé�nissons les k stables S1, . . . , Sk (chacun de taille ℓ) tel que le stable
Si contienne le sommet portant le numéro i dans chacune des ℓ cliques (voir la �gure 5.10). Il
est facile de voir que ω(ℓKk) = χ(ℓKk) = k et α(ℓKk) = κ(ℓKk) = ℓ. D'un autre côté, nous
pouvons montrer qu'une partition optimale de ℓKk en stables ou cliques est nécessairement
une partition minimum en stables, ou bien une partition minimum en cliques.

S4

S1

S2

S3

Figure 5.10 � Le graphe 5K4.

Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe une partition optimale de ℓKk en stables
ou cliques comprenant au moins un stable et au moins une clique. Tout d'abord, nous
pouvons considérer que chaque stable de cette partition est induit par un des k stables
S1, . . . , Sk (il su�t de numéroter à nouveau les sommets de chaque clique Ci de façon à ce
que la condition soit satisfaite). À présent, nous a�rmons que cette partition doit comporter
exactement k stables S′

1, . . . , S
′
k, chacun induit par un stable Sj di�érent (1 ≤ j ≤ k). En

e�et, si aucun stable de la partition n'est induit par le stable Sj , alors les sommets de Sj

doivent être couverts par ℓ cliques disjointes. La partition comprenant au moins un stable
par hypothèse, celle-ci est donc de cardinal au moins ℓ+1, ce qui est une contradiction (toute
partition optimale en stables ou cliques est de cardinal au plus min{k, ℓ}). D'un autre côté,
si deux stables de cette partition sont induits par un même stable Sj , alors celle-ci ne peut
pas non plus être optimale (l'union de ces deux stables permettrait de diminuer son cardinal
de un). Pour conclure, nous faisons apparaître une nouvelle contradiction : les sommets de
chaque clique de la partition (il en existe au moins une par hypothèse) peuvent être ajoutés
aux stables S′

1, . . . , S
′
k, permettant ainsi de diminuer d'au moins un son cardinal.

Ainsi, une partition optimale en stables ou cliques est donnée par une partition minimum
en stables si k ≤ ℓ, ou bien par une partition minimum en cliques si k ≥ ℓ. Dans le même
temps, nous obtenons que le graphe ℓKk n'admet aucune partition en moins de min{k, ℓ}
stables ou cliques. Le nombre n de sommets d'un graphe ℓKk étant exactement kℓ, nous
obtenons la proposition suivante lorsque k = ℓ =

√
n.

Proposition 5.10 (Borne inférieure) Pour tout entier k = ℓ ≥ 1, le graphe ℓKk n'admet
aucune partition en moins de

√
n stables ou cliques, où n dénote le nombre de sommets du

graphe.

Corollaire 5.10 (Borne inférieure) Pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe d'inter-
valles propres n'admettant aucune partition en moins de ⌊

√
n⌋ stables ou cliques.
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Preuve. Dé�nissons le graphe ℓKk avec ℓ = k = ⌊
√
n⌋, puis ajoutons à celui-ci exactement

n − ⌊
√
n⌋2 sommets isolés. Ce graphe possède une représentation par intervalles unitaires

et, d'après la proposition précédente, n'admet aucune partition en moins de ⌊
√
n⌋ stables

ou cliques. ⊓⊔

Abordons à présent les questions de complexité, avec pour commencer, deux résultats
négatifs quelque peu attendus.

Proposition 5.11 (Complexité générale) Le problème de la partition en trois stables ou
cliques est NP-complet pour les graphes planaires.

Preuve. Nous e�ectuons une réduction depuis le problème de la 3-coloration, qui est NP-
complet pour les graphes planaires [59]. Soit G un graphe non vide et G′ = G ∪ 4K3. Il
est facile de voir que si G admet une 3-coloration, alors G′ admet une partition en trois
stables. D'un autre côté, toute partition de G′ en trois stables ou cliques ne peut contenir
aucune clique. Supposons le contraire : la partition de G′ = G ∪ 4K3 comprend au moins
une clique. Cette clique appartient soit au sous-graphe G, soit au sous-graphe 4K3. Dans les
deux cas nous obtenons une contradiction puisque le graphe 3K3 n'admet aucune partition
en moins de trois stables ou cliques d'après la proposition 5.10. Par conséquent, si G′ admet
une partition en trois stables ou cliques, alors G admet nécessairement une 3-coloration.
Comme G′ est planaire si et seulement si G l'est aussi, la réduction reste valide pour les
graphes planaires. ⊓⊔

Remarque. Il est possible de montrer à l'aide de quelques détails techniques supplémentaires
que le graphe G′ = G∪ 3K3 admet une coloration en trois stables ou cliques si et seulement
si le graphe G admet une 3-coloration.

Proposition 5.12 (Complexité générale) Déterminer une partition minimum en stables
ou cliques est un problème NP-di�cile pour les graphes duaux.

Preuve. Pour les graphes duaux, le problème de la q-coloration est NP-complet [90]. Or,
la preuve précédente peut être aisément étendue de façon à montrer que le graphe G′ =

G ∪ (q + 1)Kq admet une coloration en q stables ou cliques si et seulement si le graphe G

admet une q-coloration. Comme G′ est un graphe dual si et seulement si G l'est aussi (toute
clique Kq est le dual d'une étoile K1,q), la proposition est démontrée. ⊓⊔

D'un autre côté, déterminer si un graphe admet une partition en deux stables ou cliques
revient à tester si celui-ci est un graphe biparti, le complément d'un graphe biparti, ou bien
un graphe scindé. Les graphes bipartis ou scindés étant reconnus en temps et espace linéaire
(cf. [75, p. 154]), nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.13 (Complexité générale) Le problème de la partition d'un graphe en
deux stables ou cliques peut être résolu en temps O(n2) et espace linéaire.

Brandstädt [20] a introduit une généralisation des graphes scindés appelés (k, ℓ)-graphes :
un graphe est un (k, ℓ)-graphe si ses sommets admettent une partition en exactement k
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stables et ℓ cliques. De ce point de vue, les graphes scindés sont donc des (1, 1)-graphes.
Brandstädt [20, 21] a étudié le problème de la reconnaissance des (k, ℓ)-graphes, très proche
du problème de la partition en stables ou cliques. Pour k ≤ 2 et ℓ ≤ 2, il donne des
algorithmes de reconnaissance en O((n +m)2). Pour k ≥ 3 ou ℓ ≥ 3, le problème est NP-
complet puisqu'il contient le problème de la 3-coloration. La complexité des problèmes de
partition de graphes en stables ou cliques a aussi été étudiée par Feder et al. [50], ainsi que
Bry± et Lonc [23].

Les (1, 1)-graphes (i.e. les graphes scindés) sont triangulés (cf. [75, p. 151�152]). Mais, à
quelles conditions un graphe triangulé est-il aussi un (k, ℓ)-graphe ? Récemment, Hell et al.
[86] ont répondu à cette question au travers de la proposition suivante.

Proposition 5.14 (Hell et al., 2004) Tout graphe triangulé admet une partition en k

stables et ℓ cliques si et seulement s'il ne contient pas le sous-graphe induit (ℓ+ 1)Kk+1.

En s'appuyant sur cette caractérisation, Hell et al. [86] donnent un algorithme en temps
O(n(n+m)) et espace linéaire pour la reconnaissance des (k, ℓ)-graphes triangulés, où n et
m dénotent respectivement le nombre de sommets et le nombre d'arêtes du graphe. Leur
algorithme trouve, pour k > 0 �xé, la plus petite valeur de l tel que le graphe est un
(k, ℓ)-graphe.

Proposition 5.15 (Hell et al., 2004) Le problème de la reconnaissance des (k, ℓ)-graphes
triangulés peut être résolu en temps O(n(n+m)) et espace linéaire.

Des travaux de Hell et al. [86] découlent plusieurs résultats intéressants concernant le
problème de la partition des graphes d'intervalles en stables ou cliques.

Corollaire 5.11 (Nouvelle borne supérieure) Tout graphe triangulé admet une parti-
tion en moins de 2⌊

√
n⌋ stables ou cliques. De plus, cette partition peut être calculée en

temps O(n(n+m)) et espace linéaire.

Preuve. Un graphe à n sommets ne contient pas de copie induite de (ℓ + 1)Kk+1 pour
k = ℓ = ⌊

√
n⌋. D'après la proposition 5.14, il admet donc une partition en k stables et ℓ

cliques, soit une partition en 2⌊
√
n⌋ stables ou cliques. De plus, cette partition peut être

calculée en temps O(n(n+m)) et espace linéaire en utilisant l'algorithme de reconnaissance
des (k, ℓ)-graphes triangulés de Hell et al. [86] avec k = ⌊

√
n⌋. ⊓⊔

Corollaire 5.12 (Nouvelle borne supérieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'arcs)
admet une partition en moins de 2⌊

√
n⌋ (resp. 2⌊

√
n⌋+1) stables ou cliques. De plus, cette

partition peut être calculée en temps O(n(n+m)) et espace linéaire.

Preuve. Pour les graphes d'intervalles, le résultat découle du corollaire précédent. Pour les
graphes d'arcs, celui-ci s'obtient comme pour le problème de la partition en sous-graphes
d'intervalles propres, en retirant les arcs contenant un point p du cercle. ⊓⊔
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Comme pour le problème de la partition en sous-graphes d'intervalles propres, nous
pensons pouvoir étendre ce type de résultat aux graphes de tolérances. D'un autre côté,
existe-t-il des graphes d'intervalles n'admettant aucune partition en moins de 2⌊

√
n⌋ stables

ou cliques ? De même, existe-t-il des graphes parfaits n'admettant aucune partition en moins
de ⌈n/2⌉ stables ou cliques ?

Corollaire 5.13 (Complexité) Le problème de la partition minimum d'un graphe trian-
gulé (ou d'intervalles) en stables ou cliques peut être résolu en temps O(n1.5(n + m)) et
espace linéaire.

Preuve. Soit G un graphe triangulé. Tout d'abord, pour k = 0, calculons en temps et
espace linéaire une partition minimum de G en cliques [70]. Ensuite, pour k = 1, . . . , 2⌊

√
n⌋,

calculons une partition de G en k stables et ℓ cliques avec ℓ minimum à l'aide de l'algorithme
de Hell et al. [86] en temps O(n(n + m)) et espace linéaire. De ces 2⌊

√
n⌋ + 1 partitions,

gardons celle de plus petit cardinal. Cette dernière est nécessairement optimale puisque
toutes les partitions possibles ont été testées (d'après le corollaire précédent, la partition
optimale est de cardinal inférieur ou égal à 2⌊

√
n⌋). ⊓⊔

Corollaire 5.14 (Complexité) Une partition minimum d'un graphe d'arcs en stables ou
cliques peut être approchée à un près en temps O(n1.5(n+m) et espace linéaire.

Preuve. Après avoir retiré les arcs du cercle contenant un point p, il est possible d'e�ectuer
une partition optimale du reste des arcs (devenus des intervalles) en stables ou cliques grâce
au corollaire précédent. Comme cette partition est d'un cardinal nécessairement inférieur ou
égal au cardinal d'une partition minimum du graphe d'arcs de départ en stables ou cliques,
nous obtenons le résultat. ⊓⊔

En conclusion, les questions de complexité suivantes demeurent ouvertes. Existe-t-il un
algorithme linéaire en temps et espace pour déterminer une partition minimum d'un graphe
triangulé (ou d'intervalles) en stables ou cliques ? Quid d'un algorithme polynomial pour
déterminer une partition minimum d'un graphe d'arcs en stables ou cliques ? D'un algo-
rithme polynomial pour déterminer une partition minimum d'un graphe parfait en stables
ou cliques ? D'un algorithme polynomial d'approximation avec ratio constant (ou logarith-
mique) dans le pire des cas pour déterminer une partition minimum d'un graphe quelconque
en stables ou cliques ?

Note. Dans leur papier, Hell et al. [86] a�rment avoir abaissé le temps d'exécution de leur
algorithme pour la reconnaissance des (k, ℓ)-graphes triangulés à O(n+m) (le résultat doit
paraître sous peu dans un papier signé par les mêmes auteurs [87]).

5.3.2 Le plus grand sous-graphe d'intervalles propres

Ce problème est en quelque sorte la version �packing� du problème de la plus petite
partition en sous-graphes d'intervalles propres. Voici les premiers résultats que nous pouvons
établir concernant ce problème.
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Proposition 5.16 Tout graphe scindé (ou à seuil) contient un sous-graphe d'intervalles
propres de taille au moins ⌈n/2⌉ + 1, pour n > 3. De plus, cette borne est la meilleure
possible.

Preuve. SoitG = (C∪S,E) un graphe scindé avec S un stable et C une clique (|S|+|C| > 3).
Nous considérerons que |C| ≥ 1 et |S| ≥ 3, sans quoi le graphe possède une représentation
par intervalles propres et la borne est immédiate. Si |C| ≥ ⌈n/2⌉ − 1, la borne est établie
puisque le sous-graphe induit par l'ensemble C et deux sommets quelconques de l'ensemble
S est un sous-graphe d'intervalles propres. Dans le cas contraire, le stable S, qui induit
de façon triviale un sous-graphe d'intervalles propres, est de taille strictement supérieure à
⌊n/2⌋+ 1.

Voici la construction d'un graphe scindé pour lequel la borne en question est atteinte
(n > 3). Soit S un stable composé de ⌊n/2⌋+1 sommets. Chaque sommet de ce stable est relié
à ⌈n/2⌉− 1 sommets formant une clique C. Si un sous-graphe d'intervalles propres contient
au moins trois sommets du stable S, alors celui-ci est nécessairement de taille inférieure ou
égale à ⌊n/2⌋+ 1 (puisqu'il ne peut contenir aucun sommet de C sans induire K1,3). D'un
autre côté, si un sous-graphe d'intervalles propres contient au plus deux sommets de S, alors
celui-ci est de taille inférieure à ⌈n/2⌉+1 (au mieux il contient tous les sommets de C, plus
les deux sommets de S). ⊓⊔

Le lecteur notera que le graphe scindé pour lequel la borne est atteinte est aussi un
graphe à seuil.

Corollaire 5.15 (Borne supérieure) Pour tout entier n > 3, il existe un graphe à seuil
dont le plus grand sous-graphe d'intervalles propres est de taille au plus ⌈n/2⌉+ 1.

Voici un corollaire du célèbre Théorème des Graphes Parfaits de Lovász (cf. [75, p. 53�
58]) qui établit de façon directe une borne inférieure sur la taille du plus grand sous-graphe
d'intervalles propres dans les graphe parfaits, et a fortiori dans les graphes d'intervalles.

Proposition 5.17 (Borne inférieure) Tout graphe parfait contient un sous-graphe d'in-
tervalles propres de taille au moins ⌊

√
n⌋. De plus, ce sous-graphe peut être exhibé en temps

et espace polynomial.

Preuve. Lovász (cf. [75, p. 53�58]) a montré que siG est un graphe parfait, alors ω(G)α(G) ≥
n. Par conséquent, si ω(G) ≤ ⌊

√
n⌋, alors α(G) ≥ ⌊

√
n⌋ (de façon symétrique, si α(G) ≤

⌊
√
n⌋, alors ω(G) ≥ ⌊

√
n⌋). Ainsi, un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins

⌊
√
n⌋ s'obtient en temps et espace polynomial de la manière suivante : calculer un stable

maximum et une clique maximum [79], puis garder le plus grand des deux ensembles. ⊓⊔
Puisque pour les graphes d'intervalles, calculer un stable maximum et une clique maxi-

mum ne prend qu'un temps et espace linéaire [70, 81] (voir aussi l'algorithme Cliques-

Intervalles, p. 45), nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 5.16 (Borne inférieure) Tout graphe d'intervalles contient un sous-graphe
d'intervalles propres de taille au moins ⌊

√
n⌋. De plus, ce sous-graphe peut être exhibé en

temps et espace linéaire.
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Nous pouvons cependant améliorer cette borne inférieure en utilisant les résultats que
nous avons établis concernant le problème de la partition d'un graphe d'intervalles en sous-
graphes d'intervalles propres.

Proposition 5.18 (Nouvelle borne inférieure) Tout graphe d'intervalles (resp. d'arcs)
contient un sous-graphe d'intervalles propres de taille supérieure ou égale à ⌈n/⌈log3 n⌉⌉
(resp. ⌈n/(⌈log3 n⌉+ 1)⌉), pour n > 1. De plus, ce sous-graphe peut être exhibé en temps
O(n log n+m) et espace linéaire.

Preuve. D'après la proposition 5.4, tout graphe d'intervalles (resp. d'arcs) admet une par-
tition en moins de ⌈log3 n⌉ (resp. ⌈log3 n⌉ + 1) sous-graphes d'intervalles propres. D'après
le principe des casiers (de l'anglais pigeon hole principle), au moins un de ces sous-graphes
contient plus de ⌈n/⌈log3 n⌉⌉ (resp. ⌈n/(⌈log3 n⌉+ 1)⌉) sommets. ⊓⊔

Notons que ⌈n/⌈log3 n⌉⌉ ≥ ⌊
√
n⌋ pour tout n > 1. En nous appuyant sur les lemmes

suivants, nous allons voir qu'il est encore possible d'a�ner cette borne.

Lemme 5.4 Soit G un graphe d'intervalles avec 1 < α(G) < t. Alors G contient un sous-
graphe d'intervalles propres de taille au moins ⌈n/⌈log3((3t− 3)/2)⌉⌉.

Preuve. D'après le corollaire 5.3 et le principe des casiers. ⊓⊔

Lemme 5.5 Soit G un graphe d'intervalles avec t ≤ α(G) ≤ n. Alors G contient un sous-
graphe d'intervalles propres de taille au moins t.

Preuve. Puisque tout stable induit un sous-graphe d'intervalles propres, le plus grand sous-
graphe d'intervalles propres est de taille au moins t. ⊓⊔

Remarque. Une conséquence intéressante de ces deux lemmes est celle-ci. Soit G un graphe
d'intervalles satisfaisant une des deux conditions suivantes, pour t = O(1) :

(1) G ne possède pas de copie induite de K1,t (ou de stable de taille supérieure à t) ;
(2) G possède une copie induite de K1,n−t (ou un stable de taille supérieure à n− t).

Alors G contient un sous-graphe d'intervalles propres de taille Ω(n) calculable en temps
et espace linéaire. Notons que cette remarque reste valable même si le lemme de partition
linéaire est utilisé pour e�ectuer la partition.

En joignant les deux lemmes précédents, nous obtenons que tout graphe d'intervalles
contient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins f(n, t) = min{⌈n/f0(t)⌉, t}
pour n'importe quel entier t variant entre 2 et n, où f0(t) = ⌈log3((3t− 3)/2)⌉. La recherche
de la valeur de t ∈ {2, . . . , n} pour laquelle f(n, t) atteint son maximum se fait de la
façon suivante. La fonction ⌈n/f0(t)⌉ est monotone décroissante, alors que la fonction t est
monotone croissante. De ce fait, une borne inférieure du maximum recherché est n/f0(⌈t̃⌉)
avec t̃ solution unique de l'équation t̃ = n/f̃0(t̃) où f̃0(t) = log3(3t/2). La valeur de t̃ est
donnée par

t̃ =
ñ

W0(βñ)
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où ñ = n ln 3, β = 3
2 et W0 est la branche principale de la fonction W de Lambert.

La fonction W de Lambert véri�e W (z)eW (z) = z pour z ∈ C. Cette fonction n'est pas
injective et comporte une in�nité de branches, dont une seule de R+ dans R+. Cette dernière,
appelée branche principale et notée W0, est connue en analyse combinatoire pour sa relation
avec la série génératrice exponentielle T (z) des arbres étiquetés enracinés (connue sous le
nom de tree function en anglais). En e�et, si Tn dénote le nombre d'arbres enracinés sur n
sommets étiquetés, alors T (z) =

∑∞
n=1 Tn

zn

n! = −W0(−z). Le comportement asymptotique
en zéro ou à l'in�ni de la branche W0 est donné par

W0(z) ∼ ln z − ln ln z +
∞∑
k=0

∞∑
m=1

ck,m
(ln ln z)m

(ln z)k+m

où les ck,m sont des constantes indépendantes de z. Lorsque z ≥ e/α, nous avons l'enca-
drement ln(αz) − ln ln(αz) ≤ W0(αz) ≤ ln(αz). Pour plus de détails sur la fonction W de
Lambert et sa branche principale W0, nous renvoyons le lecteur à [27].

Lorsque n ≥ 2, nous pouvons donc borner t̃ par

t̃ ≤ n

log3(β
′n)− log3 ln(β

′n)

où β′ = 3 ln 3
2 , et de là obtenir la borne inférieure n/f0(⌈t̃⌉) ≥ n/⌈log3(βt̃)⌉ où β = 3

2 . A�n
d'y voir plus clair, voici un encadrement de cette borne inférieure :

n

⌈log3 n⌉
≤ n

⌈log3(βt̃)⌉
≤ n

⌈log3(β′n)− log3 log3(β
′n)⌉

En�n, nous pouvons véri�er que ⌈n/⌈log3 n⌉⌉ < n/⌈log3(βt̃)⌉ pour n ≥ 244, et donc que
la borne inférieure n/⌈log3(βt̃)⌉ est de façon asymptotique meilleure que la borne de la
proposition 5.18 (voir la �gure 5.11).

Les lemmes 5.4 et 5.5 peuvent aussi être utilisés a�n d'a�ner la borne inférieure en
vigueur pour les graphes d'arcs (proposition 5.18). Tout d'abord, retirons de la représenta-
tion l'ensemble des arcs contenant un point p du cercle. Si le graphe d'intervalles G′ induit
par les intervalles restants est tel que 1 < α(G′) < t, alors le graphe d'arc contient un
sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins ⌈n/(⌈log3((3t− 3)/2)⌉+ 1)⌉ (puisque
celui-ci admet une partition en ⌈log3((3t− 3)/2)⌉ + 1 sous-graphes d'intervalles propres).
Dans le cas contraire (t ≤ α(G′) ≤ n), il existe un sous-graphe d'intervalles propres de taille
au moins t. Par conséquent, nous rechercherons ici la valeur de t pour laquelle la fonction
min{⌈n/(f0(t) + 1)⌉, t} atteint son maximum. En procédant à une analyse similaire à celle
que nous avons menée précédemment, nous obtenons

t̃ =
ñ

W (βñ)
≤ n

log3(β
′n)− log3 ln(β

′n)

n/(f0(⌈t̃⌉) + 1) ≥ n/⌈log3(βt̃)⌉

où ñ = n ln 3, β = 9
2 et β′ = 9 ln 3

2 .

En conclusion de la discussion précédente, nous pouvons établir le résultat suivant.
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Figure 5.11 � L'évolution des bornes supérieures : la borne de la proposition 5.19 (tracé
foncé) est de façon asymptotique supérieure à la borne de la proposition 5.18 (tracé clair).

Proposition 5.19 (Borne inférieure ra�née) Tout graphe d'intervalles contient un sous-
graphe d'intervalles propres de taille au moins

n⌈
log3

(
3
2

n
log3(

3 ln 3
2

n)−log3 ln(
3 ln 3

2
n)

)⌉
et tout graphe d'arcs contient un sous-graphe d'intervalles propres de taille au moins

n⌈
log3

(
9
2

n
log3(

9 ln 3
2

n)−log3 ln(
9 ln 3

2
n)

)⌉
pour n > 1. De plus, ce sous-graphe peut être exhibé en temps O(n log( n

logn−log log n)+m) et
espace linéaire.

À présent, discutons de la complexité du problème. Déterminer un plus grand sous-
graphe d'intervalles propres dans un graphe contient le problème de la reconnaissance des
graphes d'intervalles propres, qui est soluble en temps et espace linéaire [31]. Comme pour le
problème de la partition en sous-graphes d'intervalles propres, nous ne sommes pas parvenus
à déterminer la complexité du problème, même en nous restreignant aux graphes d'inter-
valles. Toutefois, nous montrons que le problème devient polynomial lorsque l'on se restreint
à la sous-classe des graphes à seuil.
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Proposition 5.20 (Complexité) Le problème de la détermination du plus grand sous-
graphe d'intervalles propres peut être résolu en temps et espace linéaire pour les graphes à
seuil.

Preuve. Nous rappelons qu'un graphe à seuil est composé d'une clique C = C1 ∪ · · · ∪Cr et
d'un stable S = S1 ∪ · · · ∪Sr (r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel qu'un sommet
de Si est adjacent à un sommet de Ci′ si et seulement si i′ > i pour tout i, i′ ∈ {1, . . . , r}.
Une telle représentation peut être calculée en temps et espace linéaire à partir de la partition
des sommets du graphe selon leur degré (cf. [75, p. 223�227] pour plus de détails).

Tout sous-graphe d'intervalles propres de cardinal maximum dans un graphe à seuil doit
contenir au moins un sommet de C. En e�et, si un sous-graphe d'intervalles propres ne
contient que des sommets de S, alors il ne peut être de cardinal maximum puisque l'on
peut lui ajouter les sommets de C1 (qui ne sont reliés à aucun sommet de S1 ∪ · · · ∪ Sr par
dé�nition). Maintenant, soit i le plus grand indice tel qu'un sommet de Ci appartient à un
plus grand sous-graphe d'intervalles propres (1 ≤ i ≤ r). Nous a�rmons que ce sous-graphe
contient (i) tous les sommets de C1 ∪ · · · ∪ Ci, (ii) tous les sommets de Si ∪ · · · ∪ Sr et (iii)
un sommet de S1 ∪ · · · ∪ Si−1 si i > 1 et |S1 ∪ · · · ∪ Si−1| ≥ 1. Les assertions (i) et (ii)
découlent respectivement du fait que tout sommet de Ci induit une clique avec les sommets
de C1 ∪ · · · ∪Ci et n'est relié à aucun sommet de Si ∪ · · · ∪Sr. Pour prouver (iii), il su�t de
voir que le sous-graphe induit par un sommet de Ci, un sommet de C1 et deux sommets de
S1∪· · ·∪Si−1 est isomorphe à K1,3. Ainsi, la taille d'un plus grand sous-graphe d'intervalles
propres contenant au moins un sommet de Ci est donnée par ti =

∑i
j=1 |Cj | +

∑r
j=i |Sj |

(+1 si
∑i−1

j=1 |Sj | ≥ 1).

Déterminer un plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphe à seuil re-
vient à calculer l'indice i (1 ≤ i ≤ r) pour lequel l'expression ti atteint son maximum.
Correctement implanté, ce calcul se fait en temps et espace linéaire. ⊓⊔

Remarque. En d'autres termes, le nombre de sous-graphe d'intervalles propres de taille
maximale dans un graphe à seuil est exactement r ≤ n.

En�n, voici un résultat similaire à celui que nous avons obtenu pour le problème de la
partition minimum en sous-graphe d'intervalles propres (voir le corollaire 5.6).

Corollaire 5.17 (Complexité) Un plus grand sous-graphe d'intervalles propres peut être
approché en temps O(n log( n

logn−log logn) +m) et espace linéaire avec un ratio

1⌈
log3

(
3
2

n
log3(

3 ln 3
2

n)−log3 ln(
3 ln 3

2
n)

)⌉
pour les graphes d'intervalles et un ratio

1⌈
log3

(
9
2

n
log3(

9 ln 3
2

n)−log3 ln(
9 ln 3

2
n)

)⌉
pour les graphes d'arcs (avec n > 1).
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Preuve. D'après la proposition 5.19 et le fait que la taille d'un plus grand sous-graphe
d'intervalles propres est bornée par n. ⊓⊔

En conclusion, deux questions restent à élucider. Tout graphe d'intervalles contient-il
un graphe d'intervalles propres de taille au moins ⌈n/2⌉ + 1 ? Existe-t-il un algorithme
polynomial pour déterminer le plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphe
d'intervalles ?

5.3.3 Le plus petit nombre d'intervalles de longueurs di�érentes

Dans cette dernière partie, nous abordons brièvement un problème introduit par Leibo-
witz dans sa thèse de doctorat [108] et à nouveau posé par Golumbic [75, p. 197] dans son
livre.

Soit G un graphe d'intervalles. Nous noterons IC(G) le plus petit nombre d'intervalles de
longueurs di�érentes nécessaires à la représentation d'un graphe d'intervalles G (dit interval
count en anglais). Clairement, IC(G) = 1 si et seulement si G est un graphe d'intervalles
unitaires. Comme IC(K1,3) = 2, nous avons d'après le théorème de Roberts [131] (voir aussi
le théorème 1.3) que IC(G) = 1 si et seulement si G est un graphe d'intervalles sans K1,3.

Golumbic [75, p. 197] pose les deux problèmes suivants : caractériser les graphes pour
lesquels IC(G) = k (avec k ≥ 2) et déterminer de bonnes bornes supérieure et inférieure
pour IC(G) ? À notre connaissance, aucun résultat n'est paru sur le sujet depuis la première
étude menée par Leibowitz [108], malheureusement jamais publiée. Pour commencer, nous
relatons deux résultats obtenus Leibowitz [108] et rapportés par Golumbic [75, p. 197].

Proposition 5.21 (Leibowitz, 1978) Pour tout graphe G appartenant à une des deux
classes suivantes, nous avons IC(G) = 2 :

(1) les graphes d'intervalles bipartis ;

(2) les graphes à seuil.

Preuve. (1). Tout graphe d'intervalles biparti est composé d'une union d'arbres Ti, où
chaque Ti est composé d'étoiles numérotées de 1 à i tel que le sommet central de l'étoile
j est relié au sommet central de l'étoile j + 1 (1 ≤ j ≤ i − 1). Nous montrons comment
construire une représentation par intervalles ouverts d'un arbre Ti à l'aide d'intervalles de
deux longueurs di�érentes. Il est ensuite très facile d'obtenir une représentation de l'union de
plusieurs arbres Ti sans modi�er la longueur des intervalles (en décalant les représentations
de chaque arbre sur l'axe des réels).

Soit ℓ le plus grand nombre d'arêtes portées par une étoile de Ti. Nous pouvons re-
présenter les sommets centraux des i étoiles de Ti par un intervalle de longueur ℓ et les
sommets périphériques par des intervalles de longueur un. Notons Īj l'intervalle de longueur
ℓ correspondant au sommet central de l'étoile j. Les i intervalles Ī1, . . . , Īi sont disposés de
façon à ce que l'intervalle Īj chevauche l'intervalle Īj−1 par la droite avec |Īj−1 ∩ Īj | ≤ 1

(2 ≤ j ≤ i). Pour chaque j = 1, . . . , i, les intervalles de longueur un correspondant aux
sommets périphériques de l'étoile j peuvent alors être insérés entre les intervalles Īj−1 et
Īj+1 de manière à être recouverts entièrement par l'intervalle Īj et à ne pas se chevaucher
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Īj R
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Figure 5.12 � La représentation d'un graphe d'intervalles biparti.

deux-à-deux (voir la �gure 5.12). En e�et, les étoiles 1 et i ne comportent pas plus de ℓ− 1

sommets périphériques et les autres étoiles (de 2 à i− 1) pas plus de ℓ− 2.

(2). Un graphe à seuil est représentable par une clique C = C1 ∪ · · · ∪ Cr et un stable
S = S1 ∪ · · · ∪ Sr (r ≤ n et Ci, Si non vides pour i = 1, . . . , r) tel qu'un sommet de Si soit
adjacent à un sommet de Ci′ si et seulement si i′ > i pour tout i, i′ ∈ {1, . . . , r} (cf. [75,
p. 223�227] pour plus de détails). Soit ℓ le nombre de sommets de l'ensemble S. Les sommets
du graphe à seuil seront représentés par des intervalles ouverts, de longueur ℓ + 1 pour les
sommets de C et de longueur un pour les sommets de S. Les intervalles correspondant aux
sommets de Ci auront les mêmes extrémités gauches et droites, pour tout i = 1, . . . , r.

R

S1

S2

S3

1

ℓ+ 1

C1

C2

C3

Figure 5.13 � La représentation d'un graphe à seuil.

Une fois les intervalles de C1 placés, nous procédons de la manière suivante. Les inter-
valles de Si (1 ≤ i ≤ r− 1) sont disposés à la droite des intervalles de Ci sur l'axe des réels,
de façon à ce que l'extrémité gauche du premier intervalle de Si se confonde avec l'extrémité
droite des intervalles de Ci et que l'extrémité gauche du j ème intervalle de Si se confonde
avec l'extrémité droite du précédent (j > 1). Ensuite, nous recouvrons les intervalles de
C1, . . . , Ci et S1, . . . , Si à l'aide des intervalles de Ci+1, de manière à ce que les extrémités
droites de ces derniers se confondent avec l'extrémité droite de l'intervalle de Si le plus à
droite (voir la �gure 5.13). Ainsi, les intervalles de Si, qui ne chevauchent aucun intervalle
de C1 ∪ · · · ∪Ci, induisent un stable avec les intervalles de S1 ∪ · · · ∪ Si−1, et les intervalles
de Ci+1, qui chevauchent tous les intervalles de S1 ∪ · · · ∪ Si, induisent une clique avec les
intervalles de C1 ∪ · · · ∪ Ci. En déroulant ce procédé de construction pour i = 1, . . . , r − 1,
puis en plaçant les intervalles du stable Sr à la droite des intervalles de Cr, nous obtenons
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la représentation désirée. ⊓⊔

Remarque. Correctement implantées, les constructions décrites ci-dessus peuvent être réa-
lisées en temps et espace linéaire de façon à ce que les extrémités des intervalles soient des
entiers entre 1 et n. Une méthode de construction similaire permet d'obtenir une représen-
tation par intervalles fermés où les extrémités des intervalles sont entre 1 et 2n.

Proposition 5.22 (Leibowitz, 1978) Si après la suppression d'un de ses sommets, un
graphe d'intervalles G devient un graphe d'intervalles unitaires, alors IC(G) = 2.

Bien que paraissant simple intuitivement, la construction d'une telle représentation né-
cessite quelques détails techniques fastidieux sur lesquels nous ne nous attarderons pas ici
(la �gure 5.14 illustre le type de con�gurations qui posent problème).

R

Figure 5.14 � Les intervalles clairs induisent un graphe d'intervalles unitaires.

Ce problème a aussi un lien étroit avec le problème de la partition en sous-graphes d'in-
tervalles propres. Clairement, tout graphe d'intervalles G admet une partition en moins de
IC(G) sous-graphes d'intervalles propres, puisque les intervalles de même longueur induisent
de façon triviale un sous-graphe d'intervalles unitaires. Ainsi, pour tout graphe G d'inter-
valles, nous avons ξ(G) ≤ IC(G), où ξ(G) représente le cardinal d'une partition minimum
de G en sous-graphes d'intervalles propres. Suite à cette remarque, la proposition 5.2 et le
corollaire 5.1 nous o�rent le résultat suivant.

Corollaire 5.18 (Borne inférieure) Pour tout entier k ≥ 1, le graphe k-parti Hk est
tel que IC(Hk) = k et pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe G d'intervalles avec
IC(G) = ⌊log3(2n+ 1)⌋.

Note. Golumbic [75, p. 197] rapporte que Leibowitz [108] a réussi à construire pour tout
entier k, un graphe G tel que IC(G) = k.

Nous allons voir au travers de la proposition suivante que cette borne peut être largement
relevée en utilisant simplement un sous-graphe du graphe Hk.

Proposition 5.23 (Nouvelle borne inférieure) Pour tout entier k ≥ 1, il existe un
graphe k-parti H ′

k à n = 3k − 2 sommets tel que IC(H ′
k) = (n+ 2)/3.

Preuve. Une représentation par intervalles de ce graphe Hk s'obtient en dé�nissant récur-
sivement r stables S1, . . . , Sk comme suit. Le stable S1 est composé d'un unique intervalle
ouvert. Pour i = 2, . . . , k, le stable Si est formé de trois intervalles ouverts de longueur
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égale ne se chevauchant pas deux-à deux et entièrement recouverts par l'intervalle central
du stable Si−1 (voir la �gure 5.15 pour un exemple de construction). L'ensemble S1, . . . , Sk

des stables résultants de cette construction induit un graphe k-parti dont le nombre de
sommets est clairement n = 3k − 2.

R

S2

S3

1

S1

Figure 5.15 � Une représentation par intervalles du graphe H ′
3.

La représentation par intervalles que nous venons de décrire est telle que IC(H ′
k) ≤ k,

puisque les intervalles de chaque stable sont de même longueur. À présent, nous a�rmons que
l'intervalle central d'un stable Si est nécessairement d'une longueur strictement inférieure
à la longueur de l'intervalle central du stable Si−1, pour tout i = 2, . . . , k. En e�et, le
contraire implique immédiatement une contradiction, puisque l'intervalle central du stable
Si−1 induit avec les trois intervalles du stable Si une copie de K1,3. De cette a�rmation,
nous déduisons aisément que les k intervalles centraux des stables S1, . . . , Sk sont tous de
longueurs di�érentes et de là que IC(H ′

k) = k = (n+ 2)/3. ⊓⊔

Remarque. Comme Hk, la construction du graphe H ′
k peut être réalisée à l'aide d'intervalles

ayant tous des extrémités entières entre 0 et (2n+ 1)/3. Il est à noter que H ′
k est aussi un

graphe scindé, puisque les intervalles centraux des stables S1, . . . , Sk induisent une clique et
les intervalles restants un stable.

Corollaire 5.19 (Nouvelle borne inférieure) Pour tout entier n ≥ 1, il existe un graphe
scindé d'intervalles G avec IC(G) = ⌊(n+ 2)/3⌋.

Preuve. Dé�nissons le grapheH ′
k avec k le plus grand entier tel que n ≥ 3k−2, puis ajoutons

à celui-ci exactement n−3k+2 sommets isolés. Clairement, ce graphe reste un graphe scindé
et, par la proposition précédente, n'admet aucune partition en moins de ⌊(n+ 2)/3⌋ sous-
graphes d'intervalles propres. ⊓⊔

Remarque. Le lecteur notera le rapport surprenant entre la borne supérieure 2 établie
pour les graphes à seuil et la borne inférieure ⌊(n+ 2)/3⌋ établie pour les graphes scindés
d'intervalles, qui sont pourtant deux sous-classes des graphes d'intervalles assez proches.

D'un autre côté, la meilleure borne supérieure que nous ayons actuellement est issue de
la proposition 1.1.

Proposition 5.24 (Borne supérieure) Pour tout graphe d'intervalles G, le nombre IC(G)

est inférieur ou égal à n− 1.

Preuve. La proposition 1.1 nous permet de représenter tout graphe d'intervalles G par des
intervalles ouverts dont les extrémités sont dans {1, . . . , n}. Or, dans une telle représentation,
tous les intervalles ont des longueurs entières comprises entre 1 et n− 1. ⊓⊔



132 Chapitre 5. Sur certains problèmes de partition relatifs aux graphes d'intervalles

Remarque. De plus, cette représentation s'obtient en temps et espace linéaire (d'après la
proposition 1.1, p. 11).

Une question que nous n'avons pas encore abordée jusqu'ici, sinon au travers de quelques
remarques, concerne la complexité du problème. Cette question, qui reste ouverte à ce jour,
est intimement liée à la caractérisation des graphes d'intervalles pour lesquels IC(G) = k,
lorsque k ≥ 2. Nous pensons que ces graphes sont justement les graphes d'intervalles qui ne
contiennent pas H ′

k comme sous-graphe induit . Cette conjecture semble di�cile à aborder
de manière constructive au vue des e�orts déployés pour prouver la proposition 5.22.

5.4 Synthèse des résultats

La �gure 5.16 o�re une synthèse des résultats que nous avons obtenus lors de l'étude
des quatre problèmes suivants : (a) la plus petite partition d'un graphe d'intervalles en
sous-graphes d'intervalles propres, (b) la plus petite partition d'un graphe d'intervalles en
stables ou cliques, (c) le plus grand sous-graphe d'intervalles propres dans un graphe d'in-
tervalles et en�n (d) le plus petit nombre d'intervalles de longueurs di�érentes nécessaire à
la représentation d'un graphe d'intervalles.

Borne inférieure Borne supérieure Complexité
Problème (a) ⌊log3(2n+ 1)⌋ ⌈log3 n⌉ ouvert
Problème (b) ⌊

√
n⌋ 2⌊

√
n⌋ O(n1.5(n+m))

Problème (c) n⌈
log3

(
3
2

n

log3(
3 ln 3

2 n)−log3 ln( 3 ln 3
2 n)

)⌉ ⌈n/2⌉+ 1 ouvert

Problème (d) ⌊(n+ 2)/3⌋ n− 1 ouvert

Figure 5.16 � Les principaux résultats du chapitre 5.

Il est à noter que toutes les bornes (inférieures et supérieures) ont été obtenues de façon
constructive.



Chapitre 6

Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous dressons un bilan des principaux résultats présentés dans
cette thèse, avant de dégager quelques perspectives de travail.

6.1 Bilan

Tout d'abord, voici un récapitulatif des résultats que nous avons obtenus concernant le
problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle au travers des chapitres 2, 3 et 4.

Graphes d'intervalles propres Graphes à seuil Graphes d'intervalles
k = 2 O(n+m) O(n+m) O(n+m)

k = 3 O(n+m) O(n+m) ouvert
k ≥ 4 O(n+m) O(n+m) NP-di�cile [14]

Figure 6.1 � La complexité du problème Ordo pour les graphes d'intervalles.

Graphes d'arcs propres Graphes d'arcs
k = 2 O(n+m) couplage maximum [122, 74]
k = 3 O(n2) ouvert
k ≥ 4 O(n2) NP-di�cile (même si parfaits ou de Helly) [14]

Figure 6.2 � La complexité du problème Ordo pour les graphes d'arcs circulaires.

Graphes de tolérances propres Graphes de tolérances
k = 2 couplage maximum [122, 74] couplage maximum [122, 74]
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) NP-di�cile (même si bornées)

Figure 6.3 � La complexité du problème Ordo pour les graphes de tolérances.
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Graphes sans K1,3 Graphes d'intervalles Graphes d'arcs
k ≥ 2 O(n2/k) O(n+m) O(n+m)

Figure 6.4 � La complexité du redécoupage pour les graphes sansK1,3 et les graphes d'arcs.

Graphes de tolérances propres Graphes de tolérances
k = 2 O(n+m) contre-exemple
k ≥ 3 ouvert (même si unitaires et bornées) contre-exemple

Figure 6.5 � La complexité du redécoupage pour les graphes de tolérances.

Forêts Graphes scindés Graphes triangulés
k ≤ 4 O(n+m) O(n+m) O(n+m)

k ≥ 5 O(n+m) O(n+m) ouvert

Figure 6.6 � La complexité du redécoupage pour les graphes triangulés.

Une cartographie partielle de la complexité du problème est proposée �gure 6.7. Bien que
pour la majeure partie des classes de graphes étudiées le problème reste NP-di�cile lorsque
k est �xé, quelques questions intéressantes restent ouvertes concernant la complexité du
problème k-Ordo pour les graphes d'intervalles et les graphes de permutation, ainsi que pour
d'autres classes qui les englobent. Comme nous l'avons évoqué en introduction, le problème
Ordo peut être résolu en temps et espace polynomial pour les compléments de graphes
d'intervalles et même les compléments de graphes fortement triangulés. Or, la question
de la complexité du problème Ordo pour les compléments des graphes triangulés restent
ouvertes, de même que pour les compléments des graphes d'arcs. En�n, l'étude concernant
la propriété de redécoupage que nous avons introduite au chapitre 4 est encourageante et
mérite d'être approfondie.

6.2 Perspectives

Voici deux autres problèmes que nous avons extraits de la problématique de plani�cation
de personnel rencontrée lors de notre séjour au sein de la �rme Prologia du Groupe
Air Liquide.

Le premier problème se dé�nit comme suit. Soit {Ti}i=1,...,n un ensemble de tâches jour-
nalières à a�ecter à des employés, chacune possédant une date de début di et une date de �n
fi. Cette fois-ci, un employé ne peut e�ectuer un ensemble de tâches (deux-à-deux disjointes
dans le temps) que si la somme des durées de celles-ci est inférieure à une valeur donnée
D, la question restant : combien d'employés doit-on mobiliser pour qu'à la �n de la journée
toutes les tâches aient été réalisées ? Ce problème est équivalent à un problème de remplis-
sage de boîtes (en anglais bin-packing) avec certaines contraintes de compatibilité entre les
objets (ici dé�nies par le graphe d'intervalles sous-jacent), et par conséquent est NP-di�cile
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g. d'arcs

g. d'arcs propres g. d'intervalles g. scindés
g. bipartis

[NPd, sauf k �xé]

g. de permutation

g. d'intervalles propres g. à seuil forêts

[NPd, k ≥ 3]

co.g. de comparabilité

g. de tolérances bornées

[NPd, k ≥ 4] [NPd, k ≥ 4]
co.g. triangulés

g. de tolérances
[NPd, k ≥ 3]

g. de trapèzes
[NPd, k ≥ 3]

g. de comparabilité

[NPd, k ≥ 6]

[NPd, k ≥ 3]

g. sans K1,3 g. de cordes

[NPd, k ≥ 3]
g. faiblement triangulés

[NPd, k ≥ 3]

[ouvert]
g. triangulés

[NPd, k ≥ 4] [NPd, k ≥ 6]

[NPd, k ≥ 3]

[NPd, k ≥ 6]

g. de Meyniel

[O(n3)]

[O(k2 log k + n)]

[NPd]

[O(n+m)] [O(n+m)]

g. parfaits

[O(n2)]

Figure 6.7 � Une cartographie de la complexité du problème Ordo.

(même lorsque les intervalles sont tous deux-à-deux disjoints). Dans notre mémoire de DEA
[62], nous avons proposé des algorithmes d'approximation e�caces pour ce problème. Le
problème du bin-packing avec con�its a été étudié plus généralement par Jansen et Öhring
[101, 99] (voir aussi [94, 95, 96]). Cette étude mériterait d'être détaillée et enrichie, comme
nous l'avons fait pour le problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle.

Le second problème di�ère du précédent par le fait que le temps de latence entre les
di�érentes tâches de la vacation d'un employé est comptabilisé dans le calcul de son temps
de travail. La contrainte devient : un employé ne peut e�ectuer un ensemble de tâches (deux-
à-deux disjointes dans le temps) que si le temps écoulé entre le début de la première tâche
et la �n de la dernière est inférieur à une valeur donnée D. Le problème se réduit alors à la
coloration minimum d'un graphe G = (V,Ei ∪ Ec) où les arêtes de l'ensemble Ei induisent
un graphe d'intervalles et les arêtes de l'ensemble Ec induisent un graphe de comparabilité.
À notre connaissance, aucun résultat n'est paru au sujet de ce problème.
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Pour conclure, mentionnons le problème de l'ordonnancement par lots (en anglais batch-
scheduling) avec contraintes de compatibilité (ou d'incompatibilité) entre les tâches. Ce
problème, récemment étudié par Boudhar [19] et Finke et al. [53], étend le problème de
l'ordonnancement avec exclusion mutuelle de la façon suivante. Chaque sommet v ∈ V du
graphe G est pondéré par un poids p(v) ∈ N et le poids d'un stable de G est dé�ni comme
étant le maximum parmi les poids de ses di�érents sommets. Le but est alors de trouver
une partition de G en stables de taille au plus k qui minimise la somme des poids des
stables. Le problème est déjà NP-di�cile pour les graphes scindés, même lorsque k est un
paramètre �xé supérieur ou égal à trois [19]. Toutefois, plusieurs questions restent ouvertes
le concernant [53].
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Résumé :

Le problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle peut être formulé comme suit en les termes de la
théorie des graphes : étant donné un graphe G non orienté et un entier k, déterminer une coloration minimum
de G tel que chaque couleur apparaisse au plus k fois. Lorsque le graphe G est un graphe d'intervalles, ce
problème a des applications dans le domaine de la plani�cation de personnel. Ainsi, cette thèse a pour objet
l'étude détaillée de la complexité du problème d'ordonnancement avec exclusion mutuelle pour les graphes
d'intervalles ou de classe apparentée.

Les deux premiers chapitres de la thèse traitent de la complexité du problème pour les graphes d'in-
tervalles, ainsi que deux extensions, les graphes d'arcs circulaires et les graphes de tolérances. Lorsque le
problème s'avère être polynomial, nous proposons des algorithmes à la fois simples et e�caces pour le
résoudre (notamment des algorithmes en temps et espace linéaire).

Motivé par des aspects pratiques, nous analysons ensuite l'impact de la propriété suivante sur la com-
plexité du problème : le graphe G admet une coloration où chaque couleur apparaît au moins k fois. Nous
montrons que si un graphe d'intervalles satisfait cette condition, alors celui-ci admet une partition optimale
en ⌈n/k⌉ stables de taille au plus k qui peut être calculée en temps et espace linéaire. Cette assertion est
ensuite étendue aux graphes sans K1,3, aux graphes d'arcs circulaires, ainsi qu'aux graphes triangulés pour
k ≤ 4.

Le dernier chapitre est consacré à certains problèmes de partition relatifs aux graphes d'intervalles.
Nous y étudions en particulier le problème de la partition d'un graphe d'intervalles ou d'arcs en sous-
graphes d'intervalles propres, pour lequel nous établissons la proposition suivante : tout graphe d'intervalles
admet une partition en moins de ⌈log3 n⌉ sous-graphes d'intervalles propres et celle-ci peut être calculée
en temps O(n logn+m) et espace linéaire. Ce résultat est mis à pro�t lors de la conception d'algorithmes
polynomiaux d'approximation pour un problème de plani�cation de personnel lié à l'ordonnancement avec
exclusion mutuelle pour les graphes d'intervalles ou d'arcs.

Mots-clefs : ordonnancement avec exclusion mutuelle, coloration de graphes, plani�cation de personnel,
graphes d'intervalles, classes de graphes.

Abstract :

The mutual exclusion scheduling problem can be formulated as follows in graph-theoretic terms : given an
undirected graph G and an integer k, determine a minimum coloring of G such that each color is used
at most k times. When the graph G is an interval graph, this problem has some applications in workforce
planning. Then, the subject of this thesis is to detail the complexity of the mutual exclusion scheduling
problem for interval graphs and related classes.

The �rst two chapters of the thesis deal with the complexity of the problem for interval graphs, as well
as two extensions, circular-arc graphs and tolerance graphs. When the problem is proved to be polynomial,
we propose some simple and e�cient algorithms for its resolution (in particular linear time and space
algorithms).

Motivated by practical aspects, we also analyse the impact of the following property on the complexity
of the problem : the graph G admits a coloring such that each color appears at least k times. We show that
if an interval graph satis�es this property, then it admits an optimal partition into ⌈n/k⌉ stable sets of size
at most k which can be computed in linear time and space. Then, this assertion is extended to K1,3-free
graphs, circular-arc graphs, as well as chordal graphs for k ≤ 4.

The last chapter is devoted to partition problems related to interval graphs. We investigate particularly
the problem of partitioning interval ou circular-arc graphs into proper interval subgraphs, for which the
following proposition is established : any interval graph admits a partition into less than ⌈log3 n⌉ proper
interval graphs and this one can be computed in O(n logn +m) time and linear space. This result is used
in the design of polynomial approximation algorithms for a workforce planning problem related to mutual
exclusion scheduling for interval or circular-arc graphs.

Title : Mutual exclusion scheduling with interval graphs or related classes : complexity and algorithms.

Keywords : mutual exclusion scheduling, graph coloring, workforce planning, interval graphs, classes of
graphs.


